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de faire traduire cet Ouvrage en toutes langues. Ils poursuivront, en vertu 
des Lois, Décrets et Traités internationaux, toutes contrefacons, soit du 
texte, soit des gravures, ou toutes traductions faites au mépris de leurs 
droits. ° 

Le dépét légal de cet Ouvrage a été fait 4 Paris dans le cours de 1873, 
et toutes les formalités prescrites par les Traités sont remplies dans les 
divers Etats avec lesquels la France a conclu des conventions littéraires. 


Tout exemplaire du présent Ouvrage qui ne porterait pas, comme 
ci-dessous, la griffe de l’Editeur, sera réputé contrefait. Les mesures 
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fabricants et les débitants de ces exemplaires. 
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AVERTISSEMENT 


DE LA PREMIERE EDITION (1837). 


Vers la fin de sa trop courte carriére, Sturm, cé- 
dant aux instances de ses nombreux amis, s’était 
décide a publier ses Cours d’Analyse et de Meéca- 
nique. Mais comme l’état de sa santé ne lui permet- 
tait pas de se livrer aux soins multipliés qu’exige 
impression d'un livre de science, surtout dans une 
premiere édition, il avait bien voulu accepter mes 
bons offices pour la révision du texte et la cor- 
rection des épreuves. Eleve de Sturm, honoré en 
toutes circonstances de ses précieux conseils et de 
son bienveillant appui, j’avais saisi avec empresse- 
ment cette occasion de lui teémoigner ma reconnais- 
sance, lorsque sa mort vint interrompre lentreprise 
& peine commencée, et me laissa seul chargé d’un 
travail que j’aurais été si heureux d’accomplir sous 
sa direction. 

Je dois maintenant 4 la mémoire de Sturm d’en- 
trer dans quelques détails sur la maniére dont j’ai 
compris l’exécution de ses derniéres volontés. 

Le Cours d’Analyse, pour ne parler que de l’ou- 
vrage dont je publie aujourd’hui le premier volume, 
est la reproduction des Lecons faites par l’auteur a 
l’Ecole Polytechnique, et rédigées en premier lieu 


XII AVERTISSEMENT DE LA PREMIERE EDITION. 


par quelques éléves de cette Ecole. Ces rédactions 
rendaient assez fidelement, dans leur ensemble, la 
pensée de Sturm, et je les ai reproduites en grande 
partie; mais, par suite de la rapidité avec laquelle 
elles avaient été composées, il s’y était glissé de nom- 
breuses fautes de calcul ou de langage, qu’il m’a 
fallu faire disparaitre. A cet effet, je me suis servi 
des cahiers de Sturm, dans lesquels j’ai trouvé un 
programme treés-détaillé de son Cours, et quel- 
quefois des théories entierement rédigées par lui; 
jai profité en outre des corrections ou additions 
qu’il avait indiquées en marge de quelques exem- 
plaires des feuilles lithographiées. Enfin, confor- 
mément 4 Vintention clairement manifestée par 
Sturm, j’ai supprimé de nombreuses répétitions, 
indispensables dans un cours oral, mais inutiles dans 
un livre ot elles peuvent étre suppléées par des ren- 
vois. J’aurai atteint le but de ce modeste travail, si 
l’on retrouve dans le texte que je publie les qualités 
qui avaient fait une place si remarquable 4 Sturm 
parmi les professeurs. 


E. PRovaget, 
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AVERTISSEMENT 


DE LA NOUVELLE EDITION. 


Le texte de cette nouvelle édition a été soigneu- 
sement revu et amélioré dans une multitude d’en- 
droits par une comparaison attentive avec les ma- 
nuscrits de l’auteur et les divers tirages des feuilles 
autographiées. L’ordre des matitres est resté le 
méme. Chaque Legon est suivie d’un certain nombre 
d’exercices tirés des papiers de Sturm ou emprun- 
tés 4 l’excellent ouvrage de M. Frenet (*). Enfin 
quelques Notes, destinées & compléter certaines 
parties du Cours, sont ajoutées 4 la fin du second 
volume. Nous espérons gue sous sa forme actuelle 
’ouvrage de Sturm continuera d’étre, comme |’a dit 
M. Brassinne, « un guide excellent pour tous ceux 
qui voudront étre initiés le mieux et le plus vite 
possible & la connaissance de |’Analyse infinitési- 
male (**). » 

E. P. 


(*) Recueil d’Exercices sur le Calcul infinitésimal, par M. Frenet, pro- 
fesseur a la Faculté des Sciences de Lyon; 3° édition, in-8, 1873 ; librairie 
Gauthier-Villars. 

(**) Bulletin mathématique de Terquem, t. III (1857), p. 61. 
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SUR 


LA VIE ET LES TRAVAUX 


DE Ca. STURM. 





¢ 


Cuantes Srunm naquit a Genéve, alors chef-lieu du 
département du Léman, le 6 vendémiaire an XII (22 sep- 
tembre 1803). Sa famille, qui appartenait 4 la religion 
protestante, était originaire de Strasbourg et avait quitté 
cette ville vers 1760. Elle comptait probablement parmi 
ses ancétres deux hommes célébres au xvi° siécle, Jacques 
Sturm, président (stadt-meister} de la république de 
Strasbourg, qui se distingua dans la lutte de cette ville 
contre Charles-Quint, et Jean Sturm, humaniste, diplo- 
mate, théologien, dont le nom se trouve mélé a toutes 
les querelles littéraires, politiques et religieuses de son 
époque. 

Le jeune Sturm montra de bonue heure des disposi- 
lions extraordinaires, et il obtint au collége de nombreux 
succés dans toutes les parties de ses études. I] apprit avec 
une égale facilité les langues anciennes et modernes, la 
littérature, histoire. On nous a méme rapporté qu’a 
douze ans il composait des vers qui décelaient beaucoup 
d’imagination et de sensibilité. Mais, 4 mesure qu’il avan- 
cait en Age, il donnait une préférence. de plus en plus 
marquée aux études scientifiques. 

Srcra.— 4az., I. b 
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Sturm quitta le collége en 1818 pour suivre les cours 
plus savants de l’Académie de Genéve. I! y eut pour 
professeurs MM. J.-J. Schaub, le colonel (depuis géné- 
ral) Dufour et Simon Lhuilier. Ce dernier, géométre 
éminent, avait pour son éléve une vive affection et se plai- 
sait a lui prédire un brillant avenir. Il eut le bonheur de 
vivre assez longtemps pour voir ses prédictions se réaliser. 

En 1819, un grand malheur vint frapper Sturm et le 
metire aux prises avec les nécessités de la vie. Son pére 
mourut dans la force de lage, ne laissant aucune fortune 
4 sa veuve et a quatre enfants, dont Charles était l’ainé. 
Pour venir au secours de sa mére, qu’il aimait ten- 
drement, Sturm, quoique bien jeune, se livra a ]’ensei- 
gnement et commenca par donner des lecons particu- 
liéres. En 1823, il entra comme précepteur dans la fa- 
mille de Broglie, ou il fut chargé de l'éducation du frére 
de madame de Broglie, fils de la célébre madame de Staél. 
Il demeura quinze mois dans cette respectable famille, 
dont il eut beaucoup a se louer. 

Sturm accompagna son éléve a Paris, vers la fin de 
1823. En route, il lia connaissance avec un bibliothécaire 
de Dijon qui conduisait son fils a l'Ecole Polytechnique. 
Ces messieurs étaient des lecteurs assidus du Journal de 
Gergonne, ot Sturm avait déja inséré quelques bons 
articles. Quand ils apprirent le nom de leur compagnon 
de voyage, ils lui firent beaucoup de compliments et de 
politesses. A vingt ans, de pareilles rencontres, premiéres 
joies d’une célébrité naissante, ont un charme tout parti- 
culier qui les fait compter parm les plus grands bonheurs 
de la vie. 

Sturm aimait 4 se rappeler cette époque. Il était alors 
pauvre et presque inconnu. Mais il avait la conscience 
de sa force, et son existence modeste était embellie par 
l’espérance, ce bien souvent préférable au but le plus 
ardemment poursuivi. « Je suis actuellement, écrivait-il 
asa mére, en relation avec des hommes trés-savants ect 
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trés-distingués. Il faut tacher de m’élever a peu présa leur 
niveau. » 

Ce premier séjour 4 Paris fut de courte durée, 
Sturm y revint un an aprés ayec son ami d’enfance, 
M. Daniel Colladon, aujourd’hui professeur a |’ Académie 
de Genéve et physicien distingué. De 1825 a 1829, les 
deux amis vécurent ensemble, mettant en commun leurs 
travaux, leurs espérances, leurs joies et leurs peines. Le 
11 juin 1827, une haute distinction venait récompenser 
leurs efforts : ils remportaient le grand prix de Mathéma- 
tiques praposé par |’ Académie pour le meilleur Mémoire 
sur la compression des liquides. 

Sturm était venu 4 Paris avec une lettre de recom- 
mandation de M. Lhuilier pour M. Gerono. L’éminent 
professeur accueillit le jeune mathématicien avec une 
cordialité dont celui-ci lui a toujours gardé une pro- 
fonde reconnaissance, et lui procura des relations utiles. 
MM. Arago, Ampére et Fourier suivaient avec intérét 
les travaux de Sturm et de son ami. Je n’ai pas besoin 
de dire que les jeunes savants étaient obligés d’abandon- 
ner parfois la haute théorie pour des occupations moins 
relevées, mais plus lucratives. M. Arago, dont la pré- 
voyante amitié embrassait tous les détails, ne laissait 
échapper aucune occasion de leur envoyer des éléves. 

A cette époque, M. Fourier réunissait autour de lui 
quelques jeunes géomeétres, dont la réputation commen- 
gait 4 se faire jour, et qui ont tenu depuis ce qu’ils pro- 
mettaient alors. L’illustre savant les initiait 4 ses travaux 
de prédilection et les entrainait dans la route ov il avait - 
fait de si importantes découvertes. Sturm subit l’heu- 
reuse influence de ce maitre vénéré, dont il ne parlait 
jamais qu’avec émotion. II dirigea ses recherches vers la 
théorie de la chaleur et analyse algébrique. C’est en étu- 
diant les propriétés de certaines équations différentielles 
qui se présentent dans un grand nombre de questions de 
physique mathématique, qu'il trouva son célébre théo- 

b. 
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réme, Cette découverte, publiée en 1829, fit sensation et 
placa son auteur au rang des premiers géométres. - 

Sturm accueillit avec joie Ja révolution de Juillet, 
dans laquelle il crut voir 'avénement définitif d'une sage 
liberté. Cette révolution lui fut du moins favorable en 
Jui permettant d’entrer dans I’Instruction publique, dont 
sa qualité de protestant l’avait éloigné pendant la Restau- 
ration. La haute protection de M. Arago le fit nommer, a 
la fin de 1830, professeur de Mathématiques spéciales au 
collége Rollin. | 

C’est de cette époque que date son amitié avec M, Liou- 
ville, amitié qui a duré jusqu’a sa mort. 

Le 4 décembre 1834, |’Académie des Sciences l’honora 
du grand prix de Mathématiques, qui devait, aux termes 
du programme, étre décerné a l’auteur de la découverte 
la plus importante publiée dans les trois derniéres an- 
nées. Le Mémoire couronné, déposé au Secrétariat le 
30 septembre 1833, était relatif a la théorie des équations. 

En 1836, Sturm fut nommé Membre de |’ Académie 
des Sciences, en remplacement de M. Ampére,’ par 
46 voix sur 52 votants. 

Entré a PEcole Polytechnique en 1838, comme répé- 
titeur d’ Analyse, Sturm devenait deux ans plus tard 
professeur a cette Ecole. Dans la méme année (1840), 
présenté en premieére ligne par le Conseil académique et 
par la Faculté des Sciences, il occupait a la Sorbonne la 
chaire de Mécanique, laissée vacante par la mort de 
Poisson. | 

Sturm était, en outre, officier de la Légion d’hon- 
neur (1847), Membre de la Société Philomathique, des 
Académiesde Berlin (1835) etde Saint-Pétersbourg (1836), 
de la Société Royale de Londres (1840). Cette derniére lui 
avait decerné la médaille de.Copley pour ses travaux sur 
les équations. 

Sturm se montrait digne de tous ces honneurs par son 
zéle & remplir ses diverses fonctions. Doué d'une con- 
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stitution naturellement forte, i] pouvait compter sur une 


longue carriére et de nouveaux succés. Malheureusement, 


vers 1851, sa santé subit une altération profonde par 
suite d'une trop forte application a des recherches diffi- 
ciles, et 11 fut obligé de se faire remplacer 4 la Sorbonne 
et a l’Ecole Polytechnique. Il reprit ses cours a la fin de 
1852, mais il ne se rétablit jamais complétcment. Malgré 
les soins de sa famille, qui retardérent mais ne purent 
arréter les progrés du mal, il succomba le 18 décem- 
bre 1855, 4 lage de cinquante et un ans. 

Sturm n’était pas seulement un homme de talent, c’é- 
tait aussi un homme de cceur, bon pour sa famille, bon 
pour ses amis, dont le nombre était grand. « J’ai beaucoup 
d’amis, » disait-il avec un naif orgueil, et cette parole, 
qui chez tout autre aurait passé pour une exagération, 
était rigoureusement vraie. A ceux que j’ai déja cités, 
J ajouterai, sans prétendre 4 une énumération complete, 
MM. Lejeune-Dirichlet, Ostrogradsky, Brassinne, Cas- 
sanac, Catalan. M. Faurie, d’abord éléve, devenu ensuite 
Yami intime de Sturm, mérite une mention spéciale 
pour le dévouement dont il a fait preuve dans les circon- 
stances les plus pénibles. 

Dans sa prospérité, Sturm n’oubliait pas les jours 
difficiles et le généreux appui qu'il avait regude MM. Am- 
pére, Fourier, Arago. Il se plaisait 4 venir en aide aux 
jeunes gens qui debutaient dans la carriére des sciences, 
et il savait les obliger avec une délicatesse admirable. 

Sturm se taisait volontiers avec les personnes qu'il ne 
connaissait pas; mais quand sa timidité naturelle était 
vaincue, il révélait tout le charme d'un esprit fin et origi- 
nal. Il était passionné pour la musique des grands mai- 
ures, et nous tenons de lui qu’a une époque ou ses res- 


sources étaient bien faibles, i] s’imposait des privations 


afin de pouvoir entendre les chefs-d’ceuvre de Rossini et 
de Meyerbeer. 


Comme professeur, Sturm se distinguait par la clarté 


ie 
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et la rigueur. On lui doit beaucoup de démonstrations 
ingénieuses qui, répandues par ses éléves, ont ensuite 
passé dans les livres dont les auteurs ont presque tou- 
jours oublié de le citer. Mais il était riche, point avare, 
et ne réclamait jamais. « En ai-je assez perdu, disait-il 
en riant, de ces petits objets! et combien peu m’ont été 
rapportés par d’honnétes ouvriers! A la longue, cepen- 
dant, le total peut faire, comme on dit, une perte consé- 
quente,. » 

Les qualités de Sturm étaient bien appréciées par la 
jeunesse intelligente qui suivait ses legons. « On admirait, 
dit l'un de ses éléves (*) (et j’ajouterai : l’on aimait), cet 
homme supérieur s étudiant a seffacer, pénétrant dans 
amphitheatre avec une timidité excessive, osant & peine 
regarder son auditoire. Aussi le plus religieux silence ré- 
enait-il pendant ses lecons, et on pouvail dire de lui 
comme d’Andrieux, qu'il se faisait entendre 4 force de se 
faire écouter, tant est grande l’influence du génie! » 

Enfin, pour achever de faire connaitre |"homme émi- 
nent que nous venons de perdre, nous citerons encore les 
paroles touchantes prononcées sur sa tombe par M. Liou- 
ville, le jeudi 20 décembre 1855. 


« Messieurs, 


» Le géomeétre supérieur, |"homme excellent dont nous 
accompagnons les restes mortels, a été pour moi, pendant 
_ vingt-cing ans, un ami dévoué; et par la bonté méme de 
cette amitié, comme par les traits d’un caractére naif uni 
a tant de profondeur, il me rappelait le maitre vénéré qui 
a guidé mes premiers pas dans la carriére des mathéma- 
tiques, l’illustre Ampére. 

» Sturm était 4 mes yeux un second Ampére : candide 
comme lui, insouciant comme lui de la fortune et des 


rn rn te 2 er ee te ee 
See? ee me, 


(*) M. Regray-Belmy, ancien éléve de I’Ecole Polytechnique. Voir le 
Siécle du 30 décembre 1855. 
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vanités du monde; tous deux joignant a l’esprit d'inven- 
tion une instruction encyclopédique; négligés on méme 
dédaignés par les habiles qui cherchent le pouvoir, mais 
exercant une haute influence sur la jeunesse des écoles, 
que le génie frappe; possédant enfin sans |’avoir désiré, 
sans le savoir peut-étre, une immense popularité. 

» Prenez au hasard un des candidats 4 notre Ecole Po- 
lytechnique, et demandez-lui ce que c’est que Je théo- 
réme de Sturm : vous verrez s'il répondra! La question 
pourtant n’a jamais été exigée par aucun programme : 
elle est entrée d’clle-méme dans |’enseignement, elle s’est 
imposée, comme autrefois la théorie des couples. 

» Par cette découverte capitale, Sturm a tout a la fois 
simplifié et perfectionné, en les enrichissant de résultats 
nouveaux, les éléments d’Algebre. 

» Ce magnifique travail a surgi comme un corollaire 
d’importantes recherches sur la Mécanique analytique et 
sur la Mécanique céleste, que notre confrére a données, 
par extraits seulement, dans le Bulletin des Sciences de 
M. Feérussac. 

» Deux beaux Mémoires sur la discussion des équations 
différentielles et a différences partielles, propres aux 
grands problemes de la Physique mathématique, ont été 
du moins publiés en entier, grace 4 mon insistance. « La 
» postérité impartiale les placera 4 cété des plus beaux 
» Mémoires de Lagrange » {*). Voila ce que j’ai dit et 
imprimeé il y a vingt ans, et ce que je répéte sans crain- 
dre qu’aujourd’hui personne vienne me reprocher d’étre 
trop hardi. 

» Sturm a été le collaborateur de M. Colladon dans 
des expériences sur la compressibilité des liquides que 
Y Académie a honorées d'un de ses grands prix. 


(*) M. Liouville s’exprimait ainsi dans un Mémoire lu a l’Académie des 
Sciences le 14 décembre 1836, et cependant Sturm était son concurrent 
pour la place vacante par le décés d’Ampére. Un pareil fait, assez rare 
dans l’histoire des luttes académiques, porte avec lui son éloge. 
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» Nous lui devons un travail curieux sur la vision, un 
Mémoire sur l’Optique, d’intéressantes recherches sur la 
Mécanique, et en particulier un théoréme remarquable 
sur la variation que la force vive éprouve lors d’un chan- 
gement brusque dans les liaisons d'un systeme en mou- 
vement. Quelques articles sur des points de détail ornent 
nos recueils scientifiques. 

» Mais, bien qu'il y ait de quoi suffire a plus d’une ré- 
putation dans cet ensemble de découvertes solidement 
fondées et que le temps respectera, les amis de notre 
confrére savent que Sturm est loin d’étre 1a tout entier, 
méme comme géométre. Puissent les manuscrits si pré- 
cieux que quelques-uns de nous ont entrevus se retrouver 
intacts entre les mains de sa famille! En les publiant, elle 
ne déparera pas les chefs-d’ceuvre que nous avons tant 
admirés. 

» L’originalité dans les idées, et, je le répéte, la soli- 
dité dans l’exécution, assurent a Sturm une place a part. 
Il a eu de plus le bonheur de rencontrer une de ces 
vérités destinées a traverser les siécles sans changer de 
forme, et en gardant le nom de )’inventeur, comme le 
cylindre et la sphére d’Archiméde. 

» Et la mort est venue nous |’enlever dans la fleur de 
lage! Il est allé rejoindre Abel et Gallois, Gépel, Eisen- 
stein, Jacobi. 

» Ah! cher ami, ce n’est pas toi qu’il faut plaindre. 
Echappée aux angoisses de cette vic terrestre, ton Ame 
immortelle et pure habite en paix dans le sein de Dieu, 
et ton nom vivra autant que la science. 

» Adieu, Sturm, adieu. » 
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LISTE BIBLIOGRAPHIQUE DES TRAVAUX DE STURM. 


ANNALES DE MATHEMATIQUES DE GERGONNE. 


4. Tome XIII (1822-23), page 289. — Extension du probléme 
des courbes de poursuite. 
Solution d’une question proposée par le rédacteur. 


2. Ibid., p. 314. — Déterminer en fonction des cétés d’un qua- 
drilutere inscrit au cercle : 1° Vangle de deux cétés opposes ; 
a° angle des diagonales. 


3. Tome XIV (1823-24), p. 13. — Etant donnés trois points et 
un plan, trouver dans ce plan un point tel, que la somme de ses 
distances aux trois points donnés soit un minimum. 

Sturm, sans résoudre Je probléme par des formules explicites, 
démontre, 4 l’aide de considérations empruntées a la Mécanique, 
plusieurs propriétés du point cherché. 1 généralise ensuite le pro- 
bléme. 


4. Ibid., p. 17. — Démonstration analytique de deux théorémes 
sur la lemniscate. 

Démonstration de deux théorémes énoncés par M. Talbut, con- 
cernant l’excés fini de l’asymptote d’une hyperbole équilatére sur le 
quart de cette courbe. 


8. Ibid., p. 108. — Recherches analytiqnes sur une classe de 
problémes de Géométrie dépendant de la théorie des maxima et 
des minima. 

Maximum et minimum d’une fonction des distances d’un point 
variable a d'autres points dont les uns sont fixes, les autres assu- 
jettis a se trouver sur des courbes ou sur des surfaces données. 


6. Ibid., p. 225. — Démonstration de deux théorémes sur les 
transversales. 


7. Ibid., p, 286. — Lieu des points desquels abaissant des per- 
pendiculaires sur les cétés d’un triangle et joignant les pieds de 
ces perpendiculaires, on obtienne un triangle d’aire constante. 


8. Ibid., p. 302. — Recherches de la surface courbe de chacun 
des points de laquelle menant des droites @ trois points fixes, ces 
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droites déterminent sur un plan fixe les sommets d’un triangle 
dont Uaire est constante. 


9. Ibid., p. 381. — Courbure d’un fil flexible et inextensible 
dont les extrémités sont fixes et dont tous les points sont attirés et 
repoussés par un centre fixe, suivant une fonction déterminée de 
la distance. 


4). Ibid., p. 390. — La distance entre les centres des cercles 
inscrits et circonscrits a un triangle est moyenne proportionnelle 
entre le rayon du circonscrit et Vexcés de ce rayon sur le diametre 
de Vinscrit. 


14. Tome XV (1824-25), p. 100. — Démonstration de quatre 
théoremes sur hyperbole. 


12. Ibid., p. 205. — Recherches sur les caustiques. 

Cas ot Ja ligne réfléchissante ou séparatrice de deux milieux est 
une circonférence. Propriétés des ovales de Descartes. 

Ce Mémoire est le seul morceau de Géométrie que nous ait laissé 
Sturm et montre ce qu’il aurait pu faire dans ce genre s'il l’avait 
cultivé. 


43. Ibid., p. 250. — Théorémes sur les polygones réguliers. 
Démonstration et généralisation d’un théoréme de Lhuilier. 


414. Ibid., p. 309. ~— Recherches analytiques sur les polygones 
rectilignes plans ou gauches. 


43. Ibid., p. 238. — Recherches d’analyse sur les caustiques 
planes. . 

Relations entre Jes longueurs des rayons incidents et réfractés 
correspondants, prises, l’une et l'autre, depuis le point d’incidence 
jusqu’a ceux ot ces rayons touchent leurs caustiques planes. Recti- 
fication des caustiques planes. 


16. Tome XVI (1825-26), p. 265. — Mémoire sur les lignes du 
second ordre. (Premiére partie. ) 

Propriété des coniques qui ont quatre points communs. Poles et 
polaires. Théorémes de Pascal et de Brianchon. 


47. Tome XVII (1826-27), p. 173. — Mémoire sur les lignes du 
second ordre. (Deuxiéme partie.) 

On y trouve les deux théorémes suivants, qui sont une généralisa- 
tion de celui de Desargues : 

Quand deux coniques sont circonscrites a un quadrilatere, si Von 
tire une transversale quelconque qui rencontre cette courbe en 
quatre points et deux cétés opposés du quadrilatere en deux autres 
points, ces six points sont en involution 
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Quand trois coniques sont circonscrites a un méme quadrilatere, 
une transversale quelconque les rencontre en six points qui sont en 
involution. 


BULLETIN DES SCIENCES DE FERUSSAC. 


. Sturm a rédigé, en 1829 et 1830, la partie mathématique de ce 
Bulletin. 


18. Tome XI (1829), p. 419. — Analyse d’un Mémoire sur la 
résolution des équations numériques, (Lu a |’ Académie des Sciences 
le 13 mai 1829. ) 

Ce Mémoire contient le célébre théoréme de Sturm. La démons- 
tration en a paru pour la premiére fois dans |’4/géebre de MM. Cho- 
quet et Mayer (1° édition, 1832), Sturm a donné dans le meme 
ouvrage une démonstration, plus simple que celle de Cauchy, du 
théoréme que toute equation algébrique a une racine. 

Voici comment Sturm parle de ses obligations envers Fourier : 
« L’ouvrage qui doit renfermer l'ensemble de ses travaux sur l’ana- 
lyse algébrique n’a pas encore été publié. Une partie du manu- 
scrit qui contient ces précicuses recherches a été communiquée a 
quelques personnes. M. Fourier a bien voulu m’en accorder la 
lecture, et j’ai pu l’étudier a loisir. Je déclare donc que j’ai eu pleine 
connaissance de ceux des travaux inédits de M. Fourier qui se rap- 
portent a la résolution des équations, et je saisis cette occasion de 
lui témoigner la reconnaissance dont ses bontés m’ont pénétré. 
C’est en m’appuyant sur les principes qu’il a posés et en imitant 
ses démonstrations que j’ai trouvé les nouveaux théorémes que je 
vais énoncer. » 


19. Tbid., p. 422. — Extrait d’un Mémoire présenté & PAca- 
démie des Sciences (1 juin 1829). 

Extension du théoréme de Fourier et de celui de Descartes aux 
équations de la forme 


Az® + Barf +...-<0, 


dans lesquelles «, 8, y,... sont des nombres réels quelconques. 

A la fin de cet extrait, Sturm énonce quelques théorémes relatifs 
au mouvement de la chaleur dans une sphére ou dans une barre. 
Hs devaient faire partie d’un Mémoire qui paratt n’avoir jamais été 
rédigé. M. Liouville les a démontrés trés-simplement dans son 
Cours du Collége de France (2° semestre 1856). Ce Cours, consa- 
cré a l’analyse des travaux de Sturm, nous a 6té trés-ulile pour la 
composition de cette Notice. 
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20. Ibid., p. op. — Note présentée a l’ Académie (8 juin 1829). 

Réalité des racines de certaines équations transcendantes. Sur les 
coefficients des séries qui représentent une fonction arbitraire entre 
des limites données. 

Cette Note a été refondue dans d’autres travaux de |’Auteur. 


21. Tome XII (1829), p. 314. — Extrait d’un Mémoire sur Vin- 
tégration d’un systeme d’équations différentielles linéaires (Pré- 
senté a l’Académie des Sciences le 27 juillet 1829.) 

Etude des racines des équations qui se présentent dans l’intégra- 
tion d’un systéme d’équations linéaires. Nombre de ces racines com- 
prises entre deux limites données. 

Cet extrait, fort étendu, peut tenir lieu du Mémoire lui-méme, 
Dans une note, |’Auteur avertit que Jes conclusions d'un Mémoire 
précédent (voir plus haut, n° 49) s’étendent 4 un grand nombre 
d’équations transcendantes. 


JOURNAL DE M. LIOUVILLE. 


22. Tome I (1836), p. 106. — Mémoire sur les équations diffée- 
rentielles linéaires du second ordre. (Lu & |’ Académie des Sciences 
le 30 septembre 1833.) 

Trés-beau Mémoire, dans lequel les propriétés des fonctions qui 
satisfont 4 une équation différentielle sont étudiées sur cette équa- 
tion méme. 

Une analyse de ce Mémoire a paru dans le journal /’Znstitut du 
g novembre 1833. Le méme journal, dans le numéro du 30 novem- 
bre, contient une Note de Sturm, qui compléte sa théorie. 


23. Ibid., p. 278. — Démonstration dun théoréme de Cauchy. 
(En commun avec M. Liouville.) 

Théoréme sur le nombre de points-racines renfermés dans un 
contour donné. 

24. Ibid., p. 290. — Autre démonstration du méme théoreme. 


25. Itid., p. 373. — Sur une classe d’équations a différentielles 
partielles 


riqwations de la forme 


Complément du Mémoire n° 22. 
(Voir aussi Comptes rendus, t.1V, p. 35.) 


26. Tome II, p. 220. — Extrait d’un Mémoire sur le développe- 
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ment des fonctions en séries, ctc. — En commun avec M. Liou- 
ville.) 
(Voir aussi Comptes rendus, t. 1V, p. 675.) 


27. Tome Ill, p. 357. — Mémoire sur Voptique. 
Surfaces caustiques formées par des rayons lumineux émanés d’un 
point et qui éprouvent une suite de réfractions ou de réflexions. 


28. Tome VI, p. 315. — Note a l’occasion d’un article de M. De- 
launay sur la surface de révolution dont la courbure moyenne est 
constante. | 


29. Tome VII, p. 132. — Note a loccasion dun article de 
M. Gascheau sur application du théoreme de Sturm aux transfor- 
mées des équations bindmcs. 


30. Ibid., p 345. — Note sur un théoreme de M. Chasles. 
Démonstration nouvelle de ce théoréme : Un cana! infiniment petit, 


-onLJes~aréies-curritrenes-sent-des -trajectorres orthogonald& aux 
surfaces de niveau relatives a un corps quelconque, intercepte sur 
Jes surfaces de niveau des éléments pour lesquels l'attraction exer- 


cée par le corps a la méme valeur. 


31. Ibid., p. 356. — Démonstration d’un théoréme d ’ Algebre de 
M. Sylvester. 

Ce beau théoréme compléte celui de Sturm en faisant connaitre 
la maniére dont les différents restes se composent avec les facteurs 
simples de I’équation proposée. 


COMPTES RENDUS DE L'ACADEMIE DES SCIENCES. 


32. Tome IV, p. 720. — Note sur un théoréme de Cauchy relatif 
aux racines des équations simultanées. (En commun avec M. Liou- 
ville.) 


33. Tome V, p. 867. — Rapport sur un Mémoire de M. Bravais 
concernant les lignes formées dans un plan par des points dont les 
coordonnées sont des nombres entiers. 


34. Tome VII, p. 1143. — Rapport sur deux Mémoires de 
iM. Blanchet relatifs a la propagation et a la polarisation du mou- 
vement duns un milieu élastique. 


33. Tome VIII, p. 788. — Note relative & des remarques critiques 
sur les travaux de M. Liouville contenues dans un Mémoire de 
M. Libri. 


36. Tome XIII, p. 1046. — Mémoire sur quelques propositions 
de Mécanique rationnelle, 


A 
cS t0 a. ~ do 
D>. 
y ae ea o Berne t. 


p wl, 


XXVIII NOTICE. 


« Si les liaisons d’un systéme de points matériels en mouvement 
sont changées dans un intervalle de temps trés-court, la somme des 
forces vives acquises avant cet intervalle surpassera celle qui aura 
lieu immédiatement aprés d'une quantité égale a la somme des 


forces vives correspondantes aux vilesses perdues dans le passage 
du premier etat du systéme au second. » (Voir le N. B. ci-contre.) 


37. Tome XX, p. 254, 761 et 1228. — Mémoire sur la théorie de 
la vision sacl. dean. ME Oe Otani. Belt Ua a e 

L’auteur explique comment la vision peut étre distincte A diverses 
distances. Les rayons émanés d’un point, aprés avoir traversé les 
milieux inégalement réfringents qui constituent l’ceil, forment une 
surface caustique. Pour que la vision soit distincte, il suffit qu'une 
partie de cette caustique, qui se réduit presque 4 une ligne mathé- 
matique et dans laquelle les rayons sont plus condensés que partout 
ailleurs, vienne rencontrer la rétine. 


38. Tome XXYVI, p. 658. — Note sur l’intégration des équations 
générales de la Dynamique. 
Théorémes d’Hamilton et de Jacobi. 


39. Tome XXVIII, p. 66. — Rapport sur un Mémoire de 
M. L. Wantzel ayant pour titre: Théorie des diamétres rectilignes 
des courbes quelconques. 


MEMOIRES DES SAVANTS ETRANGERS, 


40. Tome V (1834), p. 267. — Mémoire sur la compression des 
liquides. (En commun avec M. Colladon.) 

Ce Mémoire a remporté le grand prix de Mathématiques en 1827. 
Il a aussi été publié dans les Annales de Chimie et de Physique, 
t. XXI, p. 113. 


41. Tome VI (1835), p.271. — Mémoire sur la résolution des 
équations numériques. (Voir plus haut n° 418.) 
. NOUVELLES ANNALES DE MATHEMATIQUES. 


42. Tome X (1851), p. 419. — Sur le mouvement d’un corps so- 
lide autour d’un point fixe. 


MANUSCRITS. 


43. Un Mémoire trés-étendu sur la communication de la chaleur 
dans une suite de vases. 


44, Un Mémoire sur les lignes du second ordre, dont les dix pre- 
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miers paragraphes seulement ont paru dans les nnales de Ger- 
gonne. (Voir plus haut, n™ 16 et 47.) 

Ces deux Mémoires sont en état d’étre imprimés, et M. Liouville 
a bien voulu se charger de leur publication. 

Les autres papiers de Sturm contiennent des calculs relatifs 4 des 
Mémoires déja publiés, a des extraits de ses lectures, et enfin 4 des 
recherches particuliéres sur les équations. La plupart de ces calcul 
n’étant accompagnés d’aucun discours, il est trés-difficile de suivre 
la pensée de l’Auteur. On donnera des extraits de ce qu'une patiente 
investigation y fera découvrir d’intéressant. 


COURS DE L’ECOLE POLYTECHNIQUE. 


43. Cours d’ Analyse de l’ Ecole Polytechnique, 1" édit. (1857-59), 
2 vol. in-8. 


46. Cours de Mécanique de l’Ecole Polytechnique. Paris, 1861, 
2 vol. in-8. ' 


(Extrait du Bulletin de Bibliographie, d’Histoire et de Biographie 
mathématiques, mai et juin 1856.) 


N. B. — C’est par erreur que l’Auteur de cette Notice a attribue 
a M. Sturm la découverte du théoréme sur la perte de force vive résul- 
tant de liaisons subitement établies. Ce thcoréme avait été démontré, 
plusieurs années avant la publication de M. Sturm, dans un Mémoire 
de M. Duhamel, présenté a Académie des Sciences en 1832, et imprimé 
dans le XXIV® cahier du Journal de l’Ecole Polytechnique, en 1835. 

Le Mémoire de M. Sturm a été présenté & l’Académie seulement en 
1841 (Comptes rendus de l’ Académie des Sciences, tome XIII, n° du 
§ décembre 1841). 
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COURS 
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CALCUL DIFFERENTIEL. 


——— 600 — 


PREMIERE LECON. 
NOTIONS PRELIMINAIRES. 


Notions sur les fonctions d'une ou de plusieurs variables. — Méthode des 
limites. — Méthode infinitésimaJe. — Différents ordres d’infiniment 
petits. 


NOTIONS SUR LES FONCTIONS D'UNE OU DE PLUSIEURS 
VARIABLES. 


4. Avant d’exposer le but et les principes du calcul 
différentiel, il est nécessaire d’établir quelques notions 
préliminaires. 

On appelle variable une quantité qui prend success1- 
vement différentes valeurs, et constante celle qui con- 
serve une valeur fixe dans le cours d’un méme calcul. La 
nature de la question dont on s’occupe indique quelles 
sont les quantités variables et les constantes. 


2. Quand les valeurs successives d’une quantité va- 
riable dépendent, suivant une certaine loi, de celles que 
prend une autre variable, la premiére est dite une fomc- 
tion de la seconde. On peut affirmer que deux quantités 
qui varient ensemble sont fonctions l'une de I’autre, lors- 
qu’on sait qu’A chaque valeur de l'une d’elles correspond 
une valeur déterminée de l'autre, quand méme la rela- 


Stuam. — An., I. t 
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tion qui existe entre elles ne serait pas connue ni méme 
susceptible d’étre exprimée analytiquement. 


3. On nomme variable indépendante celle a laquelle 
on donne des valeurs drbitraires, et fonction la variable 
qui prend des valeurs correspondantes. Ainsi l’aire d’un 
cercle, d’une sphére, est fonction de son rayon; le temps 
de l’oscillation d’un pendule est fonction de sa longueur. 

Une quantité peut étre fonction de plusieurs variables 
indépendantes; par exemple, le volume d’un cylindre 
droit a base circulaire est fonction de sa hauteur et du 
rayon de sa base. | 

Les quantités variables sont ordinairement représentées 
par les derniéres lettres de alphabet x, y, z, etc.; les 
constantes le sont par les premiéres a, 0, c, etc. 

Quand on veut indiquer différentes fonctions d’une 
variable x, sans en spécifier la nature, on emploie les 
symboles f (x), ¢ (x), F(x),.... Si Pon donne a x une 
valeur particuliére a, le résultat de la substitution de a a 
la place de x dans f (x) est indiqué par f(a). 

On représente les fonctions de plusieurs variables par 
les notations f(x, 7,2), 9(2, y, 2), F (x, 7, %),---- 
On indique par f (a, b,c), 9 (a, 6, c), F (a, 5, ¢),... les 
résultats que l’on obtient lorsqu’on met a, 6, ¢ a Ja place 
de x, y, zdans ces fonctions. 


4, Une fonction d’une seule variable peut étre repré- 
sentée géométriquement. 

Il suffit pour cela de considérer Ja variable indépen- 
dante x comme une abscisse et la fonction y comme I’or- 
donnée correspondante de la courbe plane définie par 
Péquation 

¥=Sf (x). 
Ordinairement cette courbe est continue, c’est-a-dire 
que, pour des valeurs de x qui varient par degrés insen- 
sibles, l’ordonnée varie aussi par degrés insensibles; 
y est alors une fonction continue de x. 


” 


ee ee 
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On peut de méme représenter par une surface une 

fonction de deux variables indépendantes ; mais une fonc- 

tion de trois, de quatre, ou d'un plus grand nombre de 

variables indépendantes, n’est pas susceptible d'une re- 
présentation géoméiriqne. 


5. On dit qu’une fonction est explicite quand elle est 
exprimée immeédiatement au moyen de la variable ou des 
variables dont elle dépend, de sorte qu’on peut obtenir sa 
valeur en effectuant sur ces variables certaines opérations 
indiquées avec précision. Ainsi 


yorty2'— a’, yu a, 


sont des fonctions explicites de x. 

On nomme fonctions implicites celles qui sont liées 
aux variables dont elles dépendent par des équations non 
résolues, ou par des conditions quelconques qui ne sont 
pas exprimées analytiquement; telle est y dans l’équation 


xi — 22ry + 22°7— at—o. 


La fonction deviendra explicite si l’on tire sa valeur de 
Péquation, et l’on aura 





y = ack ya? — 2, 


METHODE DES LIMITES. 


6. Quand les valeurs successives d’une quantité va- 
riable approchent indéfiniment d'une quantité fixe et dé- 
terminée, de maniére a n’en différer qu’aussi peu quon 
voudra, cette quantité fixe est appelée a limite des va- 
leurs de la variable. Citons quelques exemples. 

' La surface d’un cercle est la limite vers laquelle ten- 

dent les aires d’une suite de polygones réguliers inscrits, 

quand le nombre de leurs cétés devient de plus en plus 

srand. En effet, on démontre en Géométrie que l’aire 

d’un polygone régulier inscrit dans un cercle peut différer . 
I. 


¢ 
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de laire de ce cercle d'une quantité aussi petite que l’on 
voudra, pourvu que le nombre des cétés soit suffisam- 
ment grand. I] faut bien remarquer qu il n’est pas néces- 
saire pour cela de démontrer que l’aire du polygone 
régulier inscrit va constamment en augmentant avec le 
nombre de ses cotés. 

De méme, si l’on consideére un arc et son sinus, le rap- 

sinc 





port » toujours moindre que l’unité, peut en différer 


w A 
d’aussi peu qu’on le voudra, pourvu que l’on donne a 
l’arc des valeurs suflisamment petites. Donc la limite de 
sin 5 °°? , 4 e , ° 
—— est Punité, quand x décroit indéfiniment. 
at 

On remarquera bien encore qu’il n’est pas nécessaire 

de démontrer, et méme on ne le démontre pas ordinaire- 


sin. . 
ment, que le rapport —— va en augmentant continuelle- 


“mcut quand x, plus petit qu'un quadrant, diminue indé- 
finiment. 


e e o O 
7. Les fonctions qui se présentent sous la forme >? pour 


une certaine valeur de la variable, ont souvent des limites. 
sin 


yA ° e 
Nous en avons un exemple dans le rapport » qui de- 





oy 
e oO . e e e 3 e a 
vient > pour x= 0, et quia pour limite Vunité. De méme 


expression 


oO . os 
prend, pour x =a, la forme 5" Toutefois, si l’on donne 


‘ 


a x des valeurs différentes de a, mais qui s’en approchent 
successiyement, les valeurs de y sont déterminées et égales 
d’ailleurs aux valeurs de l’expression 


xz? + arc + q’ 
a nen @ 
r+a 


2a-—- 
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Or, 4 mesure que x s’approche de plus en plus de a, cette 
derniére expression différe de moins en moins de 


3a a 
2a—-— on -- 
2 2 


° ° a 
La limite des valeurs de y est donc > 


8. Une quantité variable peut s’approcher indéfini- 
ment d’une limite en restant toujours plus petite ou tou- 
jours plus grande que cette limite; mais il peut se faire 
qu'une quantité variable devienne alternativement plus 
grande et plus petite que la limite vers laquelle elle tend, 
en oscillant, pour ainsi dire, de part et d’autre. 


Ainsi le rapport == tend vers zéro quand = croit in- 
définiment. En méme temps, toutes les fois que x devient 
écal a un multiple de Ja demi-circonférence, = de- 
vient 0, et change de signe. 


9. Si deur quantités qui varient simultanément res- 
tent constamment égales entre elles, dans tous les états 
de grandcur par lesquels elles passent, et si l’on sait que 
l’une d’elles tend vers une limite, il est évident que 
autre tend aussi vers la méme limite ou vers une limite 
égale a celle-la. C’est la le principe de la methode des 
limites dont on fait un si grand usage dans toutes les par- 
ties des mathématiques. ° 

Ainsi, veut-on prouver que le cercle a pour mesure le 
produit de sa circonférence par la moitié de son rayon; 
en désignant respectivement par a, p, rVaire, le péri- 
métre et l’apothéme d’un polygone régulier inscrit dans 
le cercle, ona 


I e e e 
oraet p >< > rsont des guantités qui varient avec le nom- 


bre des cétés, mais qui restent toujours égales entre elles: 
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leurs limites sont donc égales. Si A, C, R désignent res- 
pectivement !’sire, la circonférence et le rayon du cercle, 
A est la limite de a, C celle de p et R celle de r: donc 


2 


METHODE INFINITESIMALE. 


10. Lorsqu’une quantité variable prend des valeurs de 
plus en plus petites, de maniére qu'elle puisse devenir 
moindre que toute quantité donnée, on dil qu'elle de- 
vient infiniment petite. Ainsi la différence entre l’aire 
d’un cercle et celle d’un polygone inscrit peut étre rendue 
infiniment pelite en augmentant le nombre des cétés. La 


e z e e e e 
fraction ———_-——_.. devient infiniment petite quand x 
zw—2ra+3 


prend des valeurs de plus en plus grandes. 

Une quantité infiniment petite ou un infiniment petit 
n’est donc pas une quantité déterminée, qui ait une valeur 
actuelle assignable : c’est au contraire une quantité es- 
sentiellement variable qui a pour limite zéro. 


41. Quand une variable prend des valeurs de plus en 
plus grandes, de maniére qu'elle puisse surpasser toute 
grandeur donnée, on dit qu'elle devient infinie ou infini- 
ment grande, et on la représente alors par le signe o 

K ,. . . 
ou -: Ainsi la fonction 


we 





Suara, 


devient infinie pour x = a. 

Pour des valeurs de x trés-peu différentes de a, mais 
plus grandes que a, les valeurs correspondantes de y sont 
positives, tandis que, pour des valeurs de x plus petites 
que a, les valeurs de y sont négatives. L’infini est donc 
positif ou négatif, suivant les cas. 


12. Les infiniment petits sont des auxiliaires qui ser- 
vent @ rendre plus aisé le calcul des quantités finies. Leur 
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emploi donne lieu a la résolution fréquente de ces deux 
problémes:: 1° deux infiniment petits dépendant lun 
de l’autre, trouver la limite de leur rapport; 2° trouver 
la limite d’une somme @ infiniment petits dont le nombre 
augmente indéfiniment. 

La solution de ces problémes est simplifiée dans un 
grand nombre de cas par les deux théorémes suivants : 


13. Tatornime I. — La limite du rapport de deux 
quantités infiniment petites n'est pas changée quand on 
remplace ces quantités par d’autres qui ne leur sont pas 
égales, mais qui ont avec elles des rapports tendant 
wers unite. 

Soient a et 3 deux quantités infiniment petites; a’ et B/ 


°. e e a 
d’autres quantités telles, que les limites des rapports —; 
; a 


zr soient égales a Punité. On aura identiquement 
a  @ a! 
Ba’ B’ 
dou l’on tire . 
. @ . @,, @ . a 
lim = = hm —- lim ~ — lim =. 
B 0. B 6 
On aura de méme 
a! Q! al 
~ = —e —% 
B OB SC’ 
d’ou 
. . ce! . , ; ft ; a 
lim 5 = Tim Flim & —= lim 5 
donc 
. @ . @ . af 
lim = — lim — — lim —.- 


B B B’ 


44, On peut encore présenter la démonstration de ce 


théoréme comme il suit : 
S 


e a e e 9 Ca °.? 
Puisque > 2 pour limite Punité, si l’on pose 


a’ = a-+ d, 
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on aura 
a! ry 


— I+ -s 
a a 


é o e e 
et — devra tendre vers zéro, ce que |’on exprime en disant 
a . 


que d est infiniment petit par rapport a a. 
On aura de méme 


p’ 6 
— I+ s3 
B B 
par suite, 
I+ - 
a B a 
D7 ° o —_— ry, e 
B 1+ 8 
. 6 . os , 
Donc, puisque— et 7 ont pour limite zéro, on aura 
Ul 
- & ° 
lim a" lim B =1, 
a 
dou 
. a 
lim — = lim-.- 
B B 


Ce nouveau point de vue donne lieu a cet autre 
énoncé : 


La limite du rapport de deux infiniment petits ne 
change pas quand on les remplace par d'autres qui en 
different d'une quantilé infiniment petite par rapport 
a eux. 


Exempces. On aura, pour x = 0, 








. sins ; 
re | =li = lim cosz =1, 
ta tang 2 
2 | sIn22r i 22 2 
sa UM a DT 
sin3z 3 
sing . 
3°] —hm— =o. 
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15. Tutorime I. — La limite d’une somme d’infini- 

ment petits ne change pas quand on les remplace par 

d'autres dont les rapports aux premiers ont respecti- 

vement pour limite Ll'unité ou qui different des premiers 
de quantités infiniment petites par rapport deux. 


Soient a, «’, a”,... des infiniment petits qui se suc- 
cédent d’aprés une loi déterminée et dont le nombre aug- 
mente de plus en plus. Désignons par S Jeur somme, et 
supposons que cette somme ait une limite finie. Soient 
E, 6’, B",...5 ee’, e”,... des infiniment petits tels, que 
l’on ait 

B==a-tas, Bi’ a'+ta's’, BY =a” t+ a%e",..0, 
on aura 
B+ B’-+ B7+..-=S+asta'e’+ a%e"+.... 
Or, si x est la plus grande des quantités ¢, «’, ¢”,..., on 
aura, en valeur absolue, 
ae tae’ tae” +... < Sn, 
et comme 7 a pour limite zéro, il en résulte 
lim (ze + a's’ + as” +...) = 0, 
et par conséquent 
lim (8 + B' + 8”+...) =S, 
ce qu'il fallait démontrer. 
16. L’égalité 
lim (as + ae’ + 276" +...) = 0 
donne lieu a ce théoréme : Si une somme d’infiniment 
petits, dont le nombre augmente indéfiniment, a une 
limite finie, la somme des produits obtenus en les multt- 
pliant respectivement par d’autres infiniment petits aura 
pour limite zéro. 
Par exemple, considérons |’aire comprise entre la 


courbe plane CD, l’axe des x et les deux ordonnées CA 
et DB. Imaginons que l’on partage AB en parties de plus 
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en plus. petites, telles que PP’, suivant une loi qucl- 
Fig. 1. conque, mais de maniére toute- 
fois que chacune de ces parties 
tende vers zéro. Je dis que la 
somme des rectangles tels que 
MIM’K, construits avec la dif- 
| férence de deux ordonnées con- 
sécutives et l’intervalle PP’, a pour limite zéro. 


On a, en effet, 
pe’ == AB 


SMIM'K — SPr’. KM; 


et comme KM est une quantité infiniment petite, on aura, 
en appliquant le théoréme précédent, 





et 


> MIM'K —=0. 


DIFFERENTS ORDRES D INFLNIMENT PETITS. 


17. Quand on considére des infiniment petits qui dé- 
pendent les uns des autres, on en prend un en particulier 
qu’on nomme infiniment petit principal, et auquel on 
rapporte les autres comme 4 un terme de comparaison. 
On appelle alors infiniment petits du premier ordre tous 
ceux dont les rapports 4 l’infiniment petit principal ont 
des limes finies; infiniment petits du second ordre ceux 
dont les rapports aux infiniment petits du premier ordre 
sont des infiniment petits du premier ordre, et ainsi de 
suite. 

D’aprés cela, si @ est un infiniment pelit du premier 
ordre, tout autre infiniment petit de cet ordre sera de la 
forme a(p +), p étant fini et 6 infiniment petit. En 
général «” (p-+ 6) représentera un infiniment petit de 
ordre de n. 


Exempres. Si l’arc x est du premier ordre, sinz sera 
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d e d e sina li e e 
U premier orarc, pursque > a pour imite 15 I— cosx 


sera du second ordre, puisque 1— cosx == 2 sin*ix. 

Les théorémes I et II (n° 13 et 15) peuvent s’énoncer 
ainsi : 

Quand on cherche la limite du rapport de deux 
quantités composées d'infiniment petits de divers ordres, 
on peut ne conserver, dans chacune de ces quantités, 
que les infiniment petits de Vordre le moins élevé. 

Quand on cherche la limite de la somme de plusieurs 
quantités infiniment petites, on peut ne conserver que 
les infiniment petits de l’ordre le moins élevé (*). 


Comme application du premier théoréme, on a 


sina ++ 3 sin?x , sInz 
= —_—— ye 


a+ 2x3 x 





lim 


Dans cet exemple, on néglige au numérateur 3 sin’ x, 
infiniment petit du second ordre, et au dénominateur 
lPinfiniment petit du troisieme ordre 2x. 


EXERCICES. 


4. Deux points étant placés sur une courbe a une distance infini- 
ment petite du premier ordre l'un de J’autre, la distance du premier 
de ces points 4 la tangente menée a la courbe par l’autre point est 
infiniment petite du second ordre. 


2. Deux courbes ayant une tangente commune, la différence de 
leurs ordonnées, situces 4 une distance infiniment petite du premier 
ordre du point de contact, est du second ordre au moins. 


3. Théorémes analogues pour les surfaces. 


——— — 





(*) « Le grand avantage que l’on retire de ces théorémes consiste en 
ce qu’ils permettent souvent de négliger, dans les quantités infiniment 
petites, la partie qui en rend la comparaison et Je calcul difficiles. I! suf- 
fit toujours que cette partie soit infiniment petite par rapport ala quan- 
tité elle-méme, et il n’en résulte aucune erreur dans les résultats ob 
Yon n’a en vue que les limites des rapports ou des sommes de ces quan- 
tités infiniment petites. » DonameL, Eléments de Calcul infinitésimal, 
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THEOREMES SUR LES DERIVEES ET LES DIFFERENTIELLES. 


Origine et but du calcul différentiel. — Fonction dérivée. — Propriétés 
des fonctions dérivées. — Différentielle. — Dérivées des fonctions de 
fonction. 


ORIGINE DU CALCUL DIFFERENTIEL. 


18. On a été conduit a la découverte du calcul diffé- 
rentiel en cherchant une méthode générale pour mener 
des tangentes aux courbes planes représentées par des 
équations. | 

Concevons deux variables x et y liées entre elles par 
une relation quelconque, de maniére que l’une soit fonc- 
tion de l'autre, y= f(x). Considérons ces variables 
comme Jes coordonnées d’un point rapporté a des axes 
rectangulaires tracés dans un plan, et construisons la 
courbe AMB dont l’équation -est y = f (x). Supposons 

Fig. 2. cette courbe réelle et 
continue dans une cer- 
taine étendue, et propo- 
sons-nous de mener la 
tangente au point M dont 
les coordonnées sont x 
et y. On définit ordi- 
nairement Ja tangente 
comme la limite vers laquelle tend une sécante, lorsque, 
cette sécante tournant autour d'un de ses points d’in- 
tersection, un second point d’intersection s approche in- 
définiment du premier. Soit donc M’ un second point 
de la courbe ayant pour coordonnées x +h, y +k; con- 
sidérons la sécante M’MS, et la tangente MT qui en est 











DEUXIEME LEGON. 13 
la limite. On a, dans le triangle M’MN, 


MN & 
4 = ——_ — 
tang M’/MN = > => 


Done 
; _ & 
tangIMR = lim tang M’MN = lim i? 
é 
quand h diminue indéfiniment jusqu’a zéro. 
Donc, si l'on cherche la limite du rapport des accrois- 
sements simultanés k et h des variables y et x, accroisse- 
ments liés entre eux par |’équation 


¥Ytkh=f(x+h), 


quand fh diminue indéfiniment, cette limite sera la tan- 
gente trigonométrique de l’angle que fait avec l’axe des x 
la droite qui touche la courbe au point M. 


BUT DU CALCUL DIFFERENTIEL. — FONCTION DERIVEE. 


19. Le calcul différentiel a pour but de déterminer, 
pour chaque fonction, la limite du rapport de l’accrois- 
sement de la fonction a celui de la variable, quand celui- 
ct diminue jusqu’a zéro. Cette limite, qui dépend de la 
valeur attribuée 4 la variable x, mais nullement de son 
accroissement'h, est appelée la fonction deérivée de la 
fonction proposée. On Ja représente par y‘ ou par f’ (x). 

Nous allons chercher la dérivée de quelques fonctions _ 
simples. 


1° ya", 
m étant entier et positif. Si nous changeons x en x -+-h, 
y devient y-+hk, et Yon ay+k=(x+h)", d’ou 
k= (x-+h)™— x”, cu 


m(m—1) 


k=- mx""h + a™-2h? 4... + Ah", 


d'ot 
m(m—1) 


k 
— = mart! 4 IA th" 
h 1.2 
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k . ° 4 
Le rapport 7 Se compose de deux parties, l’une indé- 


pendante de &, et l’autre dans laquelle le facteur h est 
commun a tous les termes; si/ décroit indéfiniment jus- 
qu’a zéro, cette seconde partie pourra devenir aussi petite 
que l'on voudra; donc 


. & 
lim — = m2", 


h 
-Ainsi, dams ce cas, 


yxy! == ma", 


On peut encore obtenir cette dérivée sans faire usage 
de la formule du binédme. Posons 


xa+t+h-=X; 
on a alors 
k= X™ — 2"; 


et si l’on remarque que h = X -— x, on en déduit 


kk X™— xm 
_~ = — Kn! +. X"—2 a a X qe? sy ae 
h X— 2x 


Quand / diminue jusqu’a zéro, X s’approche indéfini- 
ment de x, et, comme Je dernier membre a m termes qui 
deviennent égaux a x”~*, quand on passe a la limite, on 


a bien encore lim + = mx", 

2° Soit une fonction entiére 

y Han" + bx" + cxP -.... 

Changeons genx -+ h, y devient y +k, etPona 

yekoma(aths+ b(athy+e(x-hy+...,: 
d’ou 

t= alla th)n— am) + bf (2+ hje—2"] 
~j-e f(a + hyP—axPit..uy 
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et, par suite, 


m(m—1) 


ka | man + Mfr... 


a] 

3 

= 
an 


+b | math —- ght fy ~.. 
1.2 


Divisant par f et faisant ensuite h = 0, ona 
. & 
lim i = 7 = max” + nba! 4- pexP' +.... 


On pourrait aussi obtenir cette dérivée comme la pré- 
cédente, sans recourir 4 la formule du binédme. 


3¢ i= ee ei",—" 


m étant entier et positif. Ona 


I 


yr k= (ebay 


et 
I 1 a"—(2+h)y 


—_ —_— 


_ (2th am a™(a2+t hy ? 


d’ou, en développant et divisant par hk, 


m(m —1) 
1.2 


k 
rn ~— a” ( x-- A \" ~~ 9 


— nm! — z™—2h —.., 


et enfin. passant a la limite, on a 


. & micm—t m 
lim — —= — ——— = — ~——-; 
jh am gmt) 
donc 
fie —_— mia —_—_ maar! e 
J — gti ~— ° 


d’ou Von voit que la régle pour obtenir la dérivée de 2”, 
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quand 7m est entier, est toujours la méme, quel que soit 
le signe de m. 


fo y= Va? — a’; | 
on a 
k= V(a + h)?— a— Vz?—a’, 
el, par conséquent, 


k V(2 + h?— at — V2? — a? 
-= nm § 


h h 


e > @ 3 oO 
or, si lon fait h = 0, cette expression prend la forme * 


Pour faire disparaitre l’indétermination, on emploie 
un procédé bien connu : on multiplie les deux termes de 
la fraction par la somme des radicaux dont le numéra- 
teur est la différence, et Yona 


A [Vie hp at— 23 — a'| [V(x + A) a? + ya? — a 
_ (a + h)? — 2? 
~ AlV(a@ + hyp—ai+ ye—a']’ 


ou 

k 2xr2+th 

<= 

h V(2 + h)-— a+ 2? — a? 
enfin 

li 22x 17 

im — = = 

A ayae?—a? a? — a? 

donc 


Nous avons trouvé d'une maniére assez prompte et assez 
facile les dérivées des fonctions précédentes ; mais les pro- 
cédés que nous venons d’employer seraient insuffisants 
pour des fonctions d’une forme moins simple. Le calcul 
différentiel va nous donner des méthodes plus générales. 
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DIFFERENTIELLE. 


20. Soit 
¥=SF (2)5 
donnons 4 x un accroissement quelconque h, positif ou 
négatif. Soit A l’accroissement correspondant de y; on a 


Yrk=—flx+h): 


e e e k e e 
puisque la limite de z, est y', on doit avoir, quand h n’est 
pas nul, 
k 
rn =y'+a, 
a étant une quantité, fonction de x et de h, qui doit ten- 
dre vers zéro en méme temps que &. De 1a résulte 


ka=y'h+ah. 


Ainsi l’accroissement k de la fonction se compose de 
deux parties distinctes; la premiére y‘h est le produit de 
Paccroissement de la variable indépendante x par la dé- 
rivée de la fonction. On l’appelle la différentielle de la 
variable y, et on la désigne par dy, de sorte que 


dy=y'h ou f'(z\h. 


La seconde partie est le produit de A par une quantité 2 
qui s’annule avec fA : on ne s’en occupe pas. 

La différentielle de la variable indépendante n’est autre 
chose que l’accroissement fh. En effet, considérons la 
fonction | | 


= 23 
ona 
, ytkaxeth; 
par suite, 
k=h, 
et enfin | 
k 
h =I. 


Stunm.— 42... I. 2 
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Ainsi, pour cette fonction de x qui est la plus simple de 
toutes, Ja dérivée est 1; par suite, la différentielle 


dy ou dx=1X<Xh=Ah. 


Par conséquent, la formule 


dy=y'h 
peut s’écrire 
dy —y'dz; 
d’ot: l’on déduit 
f_ ay 
dz 


Ainsi la dérivée d’une fonction d’une variable est le 
quotient de la différentielle de la fonction par la diffé- 
rentielle de la variable. C’est pourquoi on appelle aussi 
la dérivée rapport différentiel ou quotient différentiel. 

On dit encore que le quotient différentiel est la der- 
niére raison (ou le dernier rapport) des accroissements 
simultanés des variables. Mais les accroissements, étant 
nuls a la limite, n’ont pas a proprement parler de rap- 
port, et ce que l’on appelle ainsi n’est que la limite dont 
le rapport de ces quantités approche indéfiniment. 








21. La différentielle est susceptible d’une représenta- 
tion géométrique. En effet, soit AMB la courbe repré- 


Fig. 3. sentée par |’équation 
y ‘ 
y= (2). 
Ona 
. &k 
tang IMN — lim i= yx’. 
Or 








IN = MN tangIMN. 





Donec 
IN = hy' = dy: 





ainsi IN représente la différentielle de y, si d’ailleurs 
MN = h=dz. 
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On voit par la que dx et dy sont les accroissements cor- 
respondants de x et de y, quand on passe du point de 
contact M situé sur Ja courbe 4 un point quelconque Ide 
la tangente, tandis que k ou M’N est l’accroissement de 
Yordonnée de la courbe correspondant au méme accrois- 
sement h = dx de labscisse. 


22. Toutefois, quoique IN et M’N soient cn général 
différents, leur rapport tend vers l’unité; en effet, 


k a) e 
de-=y -++ a, ou tire 


k=(y' +)h; 


d@’ailleurs, 
dy =y'h, 
donc 
k f 
— — J + * =I-+ —?9 
dy y 
et, si y’ n’est pas zéro, 
. k 
lim — =I: 
dy 


ainsi /e rapport de l’accroissement de la fonction a la 
differentielle de cette fonction tend vers Vunité, pourvu 
que la dérivée ne soit pas nulle. 

C’est pourquoi la différentielle est appelée l’accroisse- 
ment fhfiniment petit de la fonction; mais cette déno- 
mination n’est pas rigoureuse, puisque « n’étant pas nul 
(si ce n’est pour y = ax-+b), k n’est pas précisément 
égal a dy (*). 

PROPRIETES GENERALES DES FONCTIONS DERIVEES. 

23. La relation (n° 22) 

: k=(y'+a)h 


conduit 4 plusieurs conséquences remarquables. 





(*) On peat dire que Ia différence entre la différentielle d’une fone. 
tion et l’accroissement de cette fonction est un infiniment petit du second 
ordre au moins, l’accroissement de Ia variable étant du premier ordre, 


2. 
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Attribuons a x une valeur déterminée, y‘ aura aussi 
une valeur déterminée: si l'on donne ensuite 4 x un 
accroissement suffisamment petit, le signe de y/+- « 
sera le méme que celui de y’, puisque a peut devenir aussi 
petit que lon voudra; le signe de k sera donc celui de 
y’h, et comme nous supposons h positif, k aura le signe 
de y’. Donc, si y’ est positive, A est positif, c’est-a-dire 
que la fonction augmente, et si y’ est négative, la fonc- 
tion diminue. Ainsi une fonction crott ou décroit a 
partir d’une valeur déterminée de x, suivant que sa 
dérivée est, pour cette valeur, positive ou négative. 

Il résulte de la que, si la dérivée d’une fonction reste 
constamment positive lorsque x varie depuis la valeur a 
jusqu’a la valeur 6, la fonction croitra continuellement 
dans le méme interyalle; ce sera le contraire si la dérivée 
est négative. 

Prenons pour exemple la fonction 


1 . 
Y= Ze az Se. 


Construisons la courbe représentée par cette équation. 


Fig. 4. Pour s==QqQonay=I, 
t 
2 





En construisant ces différents points, on reconnait que 
la courbe présente 4 peu prés la forme MM’/M’M”. 

Mais si l’on veut savoir pour quelles valeurs de x l’or- 
donnée va en croissant ou en décroissant, on prendra la 
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dérivée de y. On aura | 


SS =e — Ge +3 =(# —1)(x — 3). 


On voit alors que si !’on fait croitre x de oa 1, la dé- 
rivée y’ est positive; l’ordonnée ira donc en augmentant 
depuis le point M’jusqu’au point M’. Pour le point M’, 
dont l'abscisse est x = 1,'0n a y’ = 0, c’est-a-dire que la 
tangente en ce point est paralléle a l’axe des x. Si l’on 
fait croitre ensuite x depuis 1 jusqu’a 3, la dérivée 
devient négative; l’ordonnée va donc en diminuant depuis 
le point M” jusqu’au point M”; et comme y =o pour 
x = 3, la tangente en ce dernier point est encore paral- 
Iéle a l’axe des x. 

Enfin, si l’on donne 4 x des valeurs croissantes a partir 
de 3, la dérivée y’ est constamment positive; l’ordonnée 
de la courbe va donc toujours en augmentant a partir du 
point M”. Si l'on donne 4 x une valeur négative quel- 
conque, y’ est positive, ct par conséquent pour des va- 
leurs négatives de x et croissantes, les valeurs correspon- 
dantes de l’ordonnée vont encore en augmentant. II faut 
bien remarquer qu'une quantité négative augmente quand 
sa valeur absolue diminue. 


24. On déduit de la formule 
k= (y’ + a) h 


que st la dérivée d’une fonction est nulle pour toutes 
les valeurs de x comprises entre a et b, cette fonction a 
une valeur constante dans cet intervalle. 


e e fk 
_ Nous supposerons a < 5. Puisque lim 5 = o par hy- 
_pothése, on aura, pour une valeur quelconque de x com- 
e ; ° k ’ 
prise entre aet 6, %een valeur absolue, pourvu que A 


soit sufisamment petit; ¢ étant d’ailleurs une quantité 
_déterminée qu’on peut prendre aussi petite que l’on vou- 


dra. On déduit de la k< eh. 
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Considérons actuellement deux valeurs quelconques de 
XL, X, et Ly, comprises entre a et Db; je dis que les valeurs 
correspondantes y, €t 7’, seront égales. En effet, donnons 
a x une suite de valeurs comprises entre x, et Xe, crois- 
sant d’ailleurs par degrés égaux ou inégaux, mais assez 
pelits pour que l’on ait, pour une quelconque de ces va- 
leurs, k< eh, k étant pris en valeur absolue. Nous au- 
rons ainsi une suite d’inégalités de la méme forme; et si 
nous les ajoutons, il en résultera que la somme des ac- 
croissements successifs de la fonction y pris tous positi- 
vement sera plus petite que la somme des produits eh, 
c’est-a-dire plus petite que le produit de la quantité ¢ par 
la somme des accroissements de Ja variable x, savoir 
X2— x,. Donec, 4 fortiori, lasomme des accroissements 
successifs de la fonction pris avec leurs signes, ou. ¥2—Y1, 
est plus petite que ¢ (a. — x,); done 


Ya Nit (22 — B)5 


et comme ¢ peut étre rendu aussi petit que l’on voudra, 
il s’ensuit que la différence y,— 7, est plus petite que 
toute quantité donnée, c’est-a-dire nulle : on a donc 


Y2—- N= 0, OV N= 


La fonction y conserve donc la méme valeur pour toutes 
les valeurs de x comprises dans l’intervalle considéré : 
ce qu il fallait démontrer. 


25. Le rapprochement dcs deux propositions précé- 
dentes conduit encore a cette conclusion, que si une fonc- 
tion est crotssante dans un certain intervalle, sa dérivée 
ne peut devenir négative dans cet intervalle; mais elle 
peut passer une ou plusieurs fois par zéro. De méme, si 
une fonction est décroissante, sa dérivée sera négative, 
mais elle pourra s’annuler pour une ou plusieurs valeurs 
particuliéres. 


26. Si la dérivée d'une fonction était constamment 
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infinie, x serait une constante; car Si 


hi _ li ‘= te) 
im>=o, ona linz=o, 
et par les mémes raisonnements (24), on déduirait de la 


que deux valeurs quelconques de x sont égales (*). 


27. Nous avons désigné jusqu’ici les accroissements 
simultanés des variables x et y par les lettres h et k; mais 
comme on aura bientét a considérer un plus grand 
nombre de variables, il devient nécessaire d’employer 
une notation qui rappelle toujours a quelle variable se 
rapporte chaque accroissement. On se sert a cet effet de la 
caractéristique A. Ainsi, quand on considére plusieurs 
variables x,y, Z, u liées entre elles par des équations, de 
maniére qu'une seule soit indépendante, on représente 
les accroissements simultanés de ces variables par Ax, 
Ay, Az, Au. Si Pon prend x pour variable indépen- 
dante, les rapports 

Ay Az Au 
Ax Ax Az 


auront pour limites respectives 


quand Ax décroitra indéfiniment. 


28. Lorsque deux fonctions sont égales pour toutes 
les valeurs de la variable indépendante, leurs différen- 
tielles ou leurs dérivées sont égales. 


En effet, soient u et » deux fonctions égales de x. 
Donnons 4 x un accroissement Ax; soient Au et Ay 


ee tt PS Se PS el ta Se 


(*} La dérivée d’une fonction continue ne pouvant étre nulle ou infi- 
nie que pour des valeurs particuliéres de la variable, il en résulte qu’en 
général Vaccroissement infiniment petit d’une fonction est du méme 
ordre que l’accroissement de Ja variable. 
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les accroissements correspondants de u et de v3; on aura 


u-i- Aa—o-t Ao; 


et, comme u=¥#, 


Au= Ag, 
d’ou | 

Au Ao 

Ac Ax 


Cette équation, ayant lieu quelque petit que soit Ax, 


® 8 e e e e Au r 
aura lieu encore a Ja limite; or la limite de xp est la dé- 


° , du . Ao do 
rivée de u ou — : de méme la limite de — est —; donc 
dx Az dz 


du dv 


La méme conclusion subsiste quand les deux fonctions 
proposées ont une différence constante; car, soit 


“=v -+e; 
en changeant x en x + Ax, ona 
ut+Au—o-+ dvo-+e, 


et comme u=vy-+c, on aencore 


Au Ae 
Ax Ax 
par suite, 
du _ dv 
dx dx 
ou enfin 
du = doe, 


c’est-a-dire que deux fonctions qui ont une difference 
constante ont la méme différentielle. 


29, Réciproquement, si les différentielles de deux 
fonctions sont égales entre elles, dans un certain inter~ 
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valle, ces fonctions auront, dans cet intervalle, une dif- 
ference constante. 


En effet, soit y la différence u — ; et supposons que 
l’on ait 


du __ de 
dx dx 
De l’équation 
yuu —? 
on tire © 
Y+ Ay =u+ Asa—o— Ap, 
ou 


Ay = Au — Ap, 


ee Ci eee 


- .ay . 
Ainsi—est nulle, et par suite y est une constante: ce 
dx ? 


qu'il fallait démontrer. 


DES FONCTIONS DE FONCTIONS. 


30. Quand on a 
“= 9(y), 
y étant elle-méme une fonction de x, f(x), on dit que u 
est une fonction de fonction de x. 
Pour obtenir la dérivée de u par rapport 4 x, on pour- 
rait remplacer y par f(x) dans 9(y), ce qui donnerait 


u=elf(z)], 


mais il est possible d’éviter cette substitution. En effet, 
on a l’équation identique 
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dans laquelle Ax étant l’accroissement de Ia variable in- 
dépendante, Ay et Au sont les accroissements correspon- 
dants de y et de u. Si l’on suppose que Ax diminue in- 
définiment, l’égalité ayant toujours lieu subsistera encore 


. ° - At . > . 
a la limite. Or lim ret c’est la dérivée de u par rapporta 


A 
o’(y) ou la dérivée de 9 (y) dans laquelle y serait con- 
sidérée comme variable indépendante, car cette limite ne 
dépend pas de la relation qui existe entre y et x, et il 
suffit, pour qu’on l’obtienne, que Ay décroisse jusqu’a 
zero. Donc 


du ° Ay , e ® e ‘ Au 9 
x Ou > lim = == f’ (x); quanta la limite de ay’? © est 


(1) oH 9 (y) F"(2)- 


Ainsi la dérivée d’une fonction de fonction est égale 
au produit des dérivées de ces fonctions. 


341. Si dans l’équation (1) on remplace f(x) par x. 


on aura 


et, par suite, 
(2) du = 9! (y) dy. 


La différentielle de la fonction o(y), lorsque y est 
égale a f(x), a donc la méme forme que si y était 1a va- 
riable indépendante; mais, dans l'application, il faudra 


remplacer dy par sa valeur f' (x) dx. 


32. Enfin, on peut mettre encore l’équation (1) sous 
une autre forme : en observant que 
du dy 
’ —_ “6 / — 
f= oa f(a Zs 
ona 
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é 


U ne faut pas croire que cette équation soit une iden- 


“1, , - . du 
tité; car dy n’a pas la méme signification dans a dans 


— d 1€ ; se ’ : 
y= dans la premiére expression, dy désigne l’accroisse- 
dz Pp p 9 Ly S 


ment infinimient petit de y regardée comme variable in- 
dépendante ; tandis que dans l'autre, dy est la différentielle 
de y considérée comme fonction de x. 
Soit comme exemple 
é= ¥™ ) y= —_— x? — a? a’: ° 

d’ot 

u =(Vx! — a?)” = (2? — a?)?, 
On aura (n° 19, 1° et 4°) 








d.y"™= my™"'dy, dy= —__* ax; 
x —_ a? 
donc 
————.\n— l, 
du—m (Vx? — a?) ‘ae m (Va? — a a)" zdz. 
ct — a 
33. Sil’on a 


p= $(u), u=ely), ras), 
on aura, d’aprés ce qui a été démontré précédemment, 
do—'(u)du, du=y'(y)dy, dy =f'(x) dz, 


donc 
do = 9 (u) ¢ (x) F! (2) de, 


ou, en divisant par dx, 


(4) = =¥ (4) 9" (x) F/ (2); 


de sorte que /a dérivée de la fonction y est égale au pro- 
duit des dérivées des trois fonctions dont elle est formée. 
Cette régle s’applique évidemment 4 un nombre quel- 
conque de fonctions, | 
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REGLES DE DIFFERENTIATION. 


Différentielle d’une somme, — d'un produit, — d’un quotient de fonc- 
tions. — Différentielle d’une puissance, — d'une expression imaginaire. 
— Régle des fonctions composées. 





DIFFERENTIELLE D'UNE SOMME. 


34. Soit 
ymrutevo—Z, 


u,v, z étant des fonctions de x. Changeons ren x + Ax, 
nous aurons 
ytAymutAu+ov-+t Av—z— dz, 
et comme 
Jauteo—ys, 
ona | 


d’ou 


Ay Au dhe Az. 
Ac Ax Ar Ax’ 


passant 4 la limite, 
| dy dw dv az 


dc dz de ds’ 
ou enfin 
dy ou d(u-+v—z)= du dvo— dz. 


Ainsi /a différentielle d’ une somme de fonctions est égale - 
&lasomme des différentielles de ces fonctions. 

Si Pune des quantitds u, », z est constante, elle dispa- 
rait dans la différentielle; c’est d’ailleurs ce qui résulte de 
la proposition démontrée plus haut (28), que les différen- 
tielles de deux fonctions sont égales, quand ces fonctions 
ont une différence constante. | 
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DIFFERENTIELLE DUN PRODUIT. 
35. Soit a différentier 
y = an, 


u étant une fonction de x eta une constante : changeons 
xen x-+- Ax; il vient 


y+thy=a(u+ Au), 


et comme 
J = au, 
ona 
AY Au 
Ay=aahu —-za~— 
y > bc bz’ 
et, a la limite, 
ay du 
—_—- =—_a-—?3 
dx dx 


ou enfin 
dy = d(au)=adu. 


Ainsi la differentielle d’une fonction multiplide par 
une constante s’obtient en multipliant par cette con- 
stante la différentielle de la fonction. 


36. Soit encore 
y= Ww; 
on en tire 
yt+Ay =(u + Au) (o + do), 


ou, effectuant le produit, 
yYr+Ooy = ue+ vAu-+ ude + Aude; 
et comme y = uv, on a 


Ay = eAu + wdc -+ Andy, 
d’ou 


es Au ° A Au ° 
A la limite, a Av devient nul, puisque <— a une li- 





a 
rg a 
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mite en général finie, et que Av devient nul; donc 


ou enfin 
dy == d(uv) = odu + ude, 


' Cest-a-dire que la différentielle du produit de deux 
fonctions s’obtient en multipliant chaque fonction par 
la différentielle de l'autre, et ajoutant les résultats. 


37. Soit maintenant 
¥ = U2, 
ona . 
. d(uvz) == vzdu-+ud(vz), d(vz) = 2dv-+- edz; 
donc 
d (uez) = oz du +- uzdv + uvdz. 


Ainsi la différentielle du produit de trois fonctions 
sobtient en multipliant la différentielle de chaque fonc- 
tion par le produit des autres fonctions, et ajoutant les 


résultats. 


Cette régle est générale. Ainsi l’on aura 


d(uoz...t) —2...¢du + uz...tdy + ure.. tdete.. uv...at 


ou, en divisant par uvz...t, 


d(uez...t) du dv d 


z dt 
fo ies eis ae ie ai. 2 
US. . “ v 2 


t 

On démontrera cette formule, soit directement, soit 
en faisant voir que si elle est vraie pour un certain nom- 
bre de facteurs, elle aura encore lieu quand on prendra 
un facteur de plus. 


DIFFERENTIELLE DUN QUOTIENT. 


38. La différentielle du quotient de deux fonctions se 
déduit facilement de la différentielle d’un produit. Soit 


u 


yor 


4 
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on en tire 
yv 4, 
et, par suite, 
vdy + ydv = du, 


u ° 
On remplace y par sa valeur = et l'on obtient 


u 
vdy +- 5 dy = du; 
d’ou |’on tire 
u— edu — ude 
dy ou d-=——.——-: 
4 v 
Ainsi la differentielle d’un quotient est égale au dé- 
nominateur multiplié par la différentielle du numéra- 
teur, moins le numérateur multiplié par la différentielle 
du dénominateur; le tout divisé par le carré du dénomi- 
nateur. 
On arrive encore 4 ce résultat par une méthode plus 


directe. On a 
__u+t+Au u 
~ e+ Ap eg 
ou 
_ Au —ubo 
(e+ Ap) ? 
et, par conséquent, 


y 
Ay Az Ax 


An o(o+ dp) 


passant a la limite, 


du dv 
dy "de az 
dx y? ? 
ou enfin 
u vdu — udv 
dy ou d > SS eee 3 ° 


° r. e ° e 4 
Si le numérateur u était constant, la différentielle d - 


. udo 
se réduirait a — = 
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DIFFERENTIELLE D UNE PUISSANCE. 


39. Soit y = u™, m étant un nombre entier et positif; 
nous avons vu (37) que 


d(uvz...¢) == 02...tdu+uz...tdv-+...+ uez.. at. 


Supposons que les facteurs u, v, Z,..., ¢ au nombre 
de m deviennent tous égaux; on aura 


d.u™ = mu" du, 


Ce résultat est aussi une conséquence immédiate de la 
régle des fonctions de fonctions. On sait que si l’ona 


¥=9(4) et u—f (2x), 
on aura 
dy = ¢ (u) du; 
donc, puisque 
a.2™= mz" dz, 


on aura aussi 
d.u™ = mu" du, 


Voici enfin une troisiéme méthode. Donnons 4 x un 
accroissement quelconque Ax et soit U ce que devient u ; 
nous aurons 

y+ hy =U", 
et, 4 cause de y =u", 
Ay = U" — a® = (U— a) (U"—"' + UP ut... + a"), 
d’ou 
Ay Au 


ae (Ue + U" w+... tu"), 


Si l’on passe 4 la limite, U se confondant alors avec u, 
on a 


du 
a? < mu" ou dy=mu"—'du, 


40. Supposons actuellement que!’ exposant m devienne 
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4 ] a fi e ee P., 
égal a une fraction positive 7° on aura 


p 
yu, dot’ yt=ul, 


Comme p et g sont des nombres entiers et positifs, 
nous pouvons, en prenant la différentielle des deux mem- 
bres, appliquer la régle précédente, ce qui nous donne 


gyi! dy = puP-' du 


ou ; 
gyi dy = pul ydu. 
Mais 
. P 
yi uP et oy mud; 
donc 
P 
q 
dy —P = du, 
ub 
ou enfin 
p p 


En remplagant . par m, nous retrouvons la formule 
d.u™ = mu™" du. 
‘41. Enfin, supposons que m = — 7, n étant d’ailleurs 
un nombre entier ou fractionnaire, mais positif; on a 


7 


I 
yuu” ou y= a 





par suite, 
diu® nur— 
. dy = — me a2 du, 
ou enfin 
d.u-" = — nu" du, 


ce qui donne encore, en remplagant — 7 par m, 


d.a™ = mu®—' da. 
Sturn. — dar., I. 3 
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Cette formule est donc vraie, que l’exposant m soit positif 
ou. négatif, entier ou fractionnaire. 


42. La méme formule sert a différentier les radicaux. 
Ainsi, 
I I 


ni, n I u 
dJux=d.u =— u" du = —_——— 
n n n—t 
nvu 


Dans le cas particulier oi m = 2, on a 


dVu= 


du ° 


2 Vu 





DIFFERENTIELLE D'UNE EXPRESSION IMAGINAIRE. 


43. On sait que les expressions imaginaires résuitant 
du calcul algébrique peuvent toujours se réduire a la 


forme 
ym utoy— ° 


Si, comme en Algébre, /—1 est assimildée 4 une constante, 
on aura, par le changement de x en x + Ax, 


y tay mut Aut (e+Ac)¥—1, 





et comme 

y=ut+eoV¥—t, 
on aura 

Ay=Au+ Avy —1; 
d’ou 





et, a la limite, 
dy du doe 


dz dz dz¥~"? 
ou enfin 
dy ou d(utoV—1)=du+dof—1. 


Ainsi la différentielle d’une expression imaginaire s’ob- 
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tient comme celle d’une somme, pourvu toutefois que 
l’on traite ¥ — 1 comme un facteur constant. 


APPLICATIONS. 


44. Les régles précédentes suffisent pour différentier 


toutes les fonctions algébriques explicites. 
1° Soit d’abord 


—- ¢ 
=a+t+b ——-- 
y V2 — - 
Pour différentier cette fonction, on Ja met sous la forme 


4 
y a+ ba*® — ex, 
et l’on obtient 


-1 bd. ax 
dy = ~ bx? dz + cr de = ——= +; 
2 2 Vax z 
d’ou l’on tire 
dy b c 
dx 2 x x? 
b c e 
2° yat+—e— H+ 


ou 





d’ou enfin 
dy_ __2b fee, 
ax 32 yx 32/2 
3° x= (a+ ba"). 
Posons 


a+ bz* =u; 
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on a . 
y =u"; 
par suite, , 
dy = mu" du. 
Or 
du==nbz"—“'dz; 
donc 


dy == mnb(a + bx*)\"—' 2*—' dz. 


45. Nous allons montrer maintenant comment le cal- 
cul différentiel s’'applique a la détermination de courbes 
jouissant de propriétés données. 


1° Trouver une courbe telle, que la sous-normale NP 
ait, pour chaque point, une longueur constante a. 


On aura, en supposant les coordonnées rectangulaires, 


NP = MP &X tang PMN. 
Mais 


d 
MP=y, tang PMN — tangMTN = a 


Fig. 5. 


donc 


dy 
NP 7 





Il faudra donc poser 








De la on tire 


ydy —adxz, 

ou 

2y dy = 2adz. 
Or 

2x dy = d(y’) 
et 

2adr—d(2azxr); 
donc | 


d(y*) =d(2az). 
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Mais deux fonctions qui ont la méme différentielle ne 
peuvent différer que par une constante (29) : donc, en 
appelantc une constante arbitraire, on a pour | équation 


du lieu 
yy? = 2ar+¢. 


Cette équation représente toutes les paraboles qui ont 
le méme paramétre 2a, et pour axe cominun l’axe des x. 


2° Trouver une courbe dont la sous-normale soit une 
puissance donnée de l’abscisse. 








On aura 
yay yx? gent! 
—~ — 2", d.—-—d. 
dz , 2 mei? 
d’ot 
r= 2 ret! 4. ¢, 
m-+ iI 


3° Trouver une courbe dont la sous-tangente PT soit 
en raison inverse de l ordonneée. 


Puisque l’on a PT = MP cot MTP = , la courbe 


cherchée a pour équation différentielle 


On tire de cette équation 


dz = > 

Or 

ad a 

Sd; 

J J 
donc 

a 

z—=—— +0, 

ou 


zy — cy = — a’. 


Le lieu est une hyperbole équilatére qui a pour asym- 
ptotes l’axe des x et une paralléle a l’axe des y. 
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4° Si Pon cherche la courbe dont la normale MN est 
constante, il faudra poser ( fig. 5, p. 36) 








— 9 —-? 2 of 2 

MP +NP =y’++ 7 =a’; 
d’ou 
et 

de yay 
Va? — y’? 
d’otl ° 
g=—Yai—y' +e, 

et enfin 


(2 — cP yt ar. 


La courbe cherchée est un cercle dont le rayon est @ 
et dont le centre est sur l’axe des x. 


DIFFERENTIATION DES FONCTIONS COMPOSEES. 


46. Aprés avoir différentié une fonction d’une variable 
indépendante, nous allons apprendre 4 différentier une 
fonction composée de plusieurs fonctions de cette va- 
riable, et d’abord de deux. Ainsi, soit 


y= f (u, °), 


uet ¥ étant deux fonctions de la variable indépendante ; 
lorsque x devient x + Ax, les quantités u, v, y devien- 
nent respectivement u-+ Au, v-+ Av, y+Ay. Mais, 
au lieu de changer a la fois u enu + Au, etvenv + Ay 
dans f(u,v), il revient au méme d’effectuer ces deux 
changements l’un aprés l'autre. Ainsi, l’on remplaccra 
d’abord u -++ Au, en conservant a v sa valeur actuelle, 
d’ou résultera pour y l’accroissement 


J(u + Aue) —f(u,e). 


Divisons cette différence par Au, et passons a la limite, 
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en regardant ¥ comme invariable. On aura 


tim 264 + AM 0) —F (4 0) Yio) — 9 (u, 0). 


Au 
On aurait, de méme 


Av) —f(u,o df (u,v 
Kim 2 ee + °) F(t, )__ af (u, ) — §(u,0); 
Ago dy 
donc, en représentant par « une fonction qui s’évanouit 
avec Au, quel que soit , et par 6 une fonction qui s’é- 
vanouit avec Av, quel que soitu, on a 


(1) J(u + du, o) —f(u,v)=([9 (4, 0) + ajda, 
(2) f (uso + do) — f(u, 0) = [p(w 0) + 6] de. 
Changeant u en u + Au dans l’équation (2), il vient 


I (u + Au,o + dv) —f(u + Au, e) 
= [vp (4 + Au, o) + 6’] dp, 


(3) 


6’ désignant ce que devient 6 quand ony change u en 
u—+- Au, et s'annulant comme 6 en méme temps que Av. 
Ajoutant maintenant les équations (1) et (3) membre 

4 membre et divisant par Ax, ona 

J(u + Au,o + Ao) — f(u, 0) 
Ax 

Au Ae 
=[el me) +a] oe +[p(u+ aus) +6] 2; 


ce qui devient, a la limite, 


dy du do 
Fe 8 (Ms ) a + (4, 0) 


ou 
dy = 9(u, 0) du + $(u, 0) do, 
ou enfin 
_ dy dy 


ye la ® a d 
Il faut observer que, dans les dérivées partielles —— et a 
. du doe 
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les variables u et v doivent étre considérées comme indé- 
pendantes, tandis que, dans les facteurs du et dv qui 
multiplient ces dérivées, on doit regarder u et v comme 
des fonctions de x. 


47. Une formule analogue a la formule précédente a 
lieu pour une fonction composée d’un plus grand nombre 
de fonctions de la variable indépendante. Ainsi, soit 


Ona ¥ =f (4, e, 2). 


Ay = f(u-+ Au,o + Av,z+ Az) — f(a, 0, z). 
Si l’on pose 


dy 


d dy 
> ae AGL 0,2), “v =p (4,0, 2), er Aas 3), 


do 

on aura, d’aprés les considérations qui précédent, 

(1) f(u+Ada,eo,z)— f(u, eo, z)=[9(u, 0,2) +a] Ag, 

(2) f(u,e-+ Av, z) — f(a, »,z) = [p(u, o, z) +6] de, 

(3) f(u, 2+ Az) —f(u,e,z) = [x(4,e, 2) +7) Az 
Faisant varier u dans |’équation (2), ona 


(4) Jf (u+ Au,o + Ao, z)— f(u + Au, », z) 
=([(u + Au, o, z) + 6] Av. 
Faisant varier u et v dans |’équation (3), on a 
J(u +t- Au, eo + Av, z+ Az) — f(u + Au, 9 + Ap, z) 


(5) = [xz (u + Au,o + dp, z) + y']dz. 


Ajoutant les équations (1), (4) et (5) membre a mem- 
bre, et divisant par Ax, il vient 





A Au Ao 
= = [9 (uy % 2) + a]o— +[¥ (4+ du, oz) +6] 
,, 42 
+ [y(u + Au,o+ dAv,z) +y \— 
et, a la limite, on a 


d du do dz 
Sg Bt 98) Zt (ty % 8) Ze + (tH O08) Ge? 
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~ 


ou enfin 


(6) dy =F du Zao ar ae. 

De 1a on peut conclure en général que Ja différentielle 
dune fonction y, composée d’un nombre quelconque 
de fonctions de la variable indépendante, s’obtient en 
prenant successivement la différentielle de la fonction y, 
par rapport a chaque fonction de la variable indépen- 
dante, dans laquelle cette variable seule serait suppo- 
sée varier, et ajoutant toutes ces différentielles. 

Cette régle comprend comme cas particuliers toutes 
les précédentes sur une somme, une différence, un pro- 
duit,... de fonctions. 

















EXERCICES. 
1 y= o(?4+ 2") fai — 2’, ty = OE ade, 
7 g 
9 _ d _ (3a—22)¥ade 
7S Va=2’ 7 aV(a—a) 
3B y=flatz),  , dy= filata)de. 
4. y=f(a-+ bz’), dy =af'(a+ bx’) brdx. 
5 r=S(4); dy = —af' (4) &. 
y= af (522) 
», {42 
(a+b)f (G23 
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QUATRIEME LECON. 
NOTIONS SUR LES SERIES. 


Définitions. — Théorémes sur la convergence des séries. — Application & 


m 
des exemples. — Limite de (: + +) ° 


DEFINITIONS. 


48. Avant de passer 4 la différentiation des fonctions 
transcendantes, il est nécessaire d’établir quelques no- 
tions sur les séries. 

Une série est une suite composée d’un nombre infini 
de termes formés tous d’aprés une loi déterminée. On 
représente ordinairement par S, la somme des n pre- 
miers termes d’une série. Ainsi, 1, Us, Us,..+, U, dé- 
signant les termes successifs de la série, 4 partir du 
premier, on pose 


Sy = Uy He ty + Ug He. ty 


Si, 4 partir d’une valeur de 7 sutlisamment grande, 
S, approche indéfiniment d’une limite finie et déterminée, 
quand on prend n de plus en plus grand, on dit que la° 
série est convergente, et la limite S vers laquelle elle 
tend est appelée la somme de la série. La différence 
S—S,, que l’on désigne par R,, se nomme le reste de 
la série. On a donc, par définition, 


-R,=S—S,, ou S=—S, + R,. 


Si la somme des n premiers termes n’approche pas in- - 
définiment d’une limite fixe, quand m augmente indéfini- 
ment, la série est divergente. 

Une des séries les plus simples est la progression géo- 
métrique 

a, ak, ak*, ak,..., ak",.... 
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Cette série est convergente, lorsque la raison k est plus 
petite que l’unité. En effet, on a, quel que soit f, 











S,.=ataktak+.,..-ak'—" ua 
ou 
° a ake 
Sn = 1—k  1—k 
Or, si la raison k est moindre que l’unité, a 7 peut 


e e e 9 a 
devenir aussi petit que ]’on veut, et dés lors est Ja 
limite ¥ers laquelle tend S,. Si, au contraire, on ak>1, 

rn 


la quantité — peut surpasser toute grandeur donnée, 





—k 
et la série est divergente. Il en est de méme si k=1. 


THEOREMES SUR LA CONVERGENCE DES SERIES. 


49. Lasomme d'une série convergente est une quan- 
tité déterminée qui souvent n’est pas susceptible d’une 
autre expression : elle peut étre employée dans le calcul 
comme une fonction des lettres qu’elle renferme. II est 
donc important de savoir si une série est convergente. 
Voyons donc comment on pourra reconnaitre ce carac- 
tére. 

Pour qu’une série soit convergente, da condition né- 
cessaire et suffisante consiste en ce que la somme d’un 
nombre quelconque de termes au dela'du n*™*, u,, soit 
aussi petite que l’on voudra, sin est suffisamment grand. 
Cette condition est nécessaire puisque, les deux sommes 
S, et §,,; devant converger vers la méme limite lorsque n 
est de plus en plus grand, leur diflérence doit tendre 
vers zéro. Elle est suffisante, car si la somme 


Ung TH Unpa te 6 b Uni 


est comprise entre —¢ et +-¢, 5,,; sera comprise entre 
S,—eetS,+e, quantités qui se rapprocheront de plus 
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en plus 4 mesure que 7 augmentera, Z restant le méme, 

e se , ® 9 
mais pouvant d’ailleurs étre supposé aussi grand qu'on 
voudra. 


50. De cette proposition résulte la suivante : qu’é par- 
tir d’un terme u,, n étant assez grand, les termes dot- 
vent finir par devenir plus petits que toute quantité 
donnée. Mais cette condition, qui est nécessaire, nest 
pas suffisante. Ainsi ]‘exemple ci-dessous, 





f I 
= +... ef —-+—— 
Rn 


offre une série dans laquelle cette condition est évidem- 
ment remplie, mais qui néanmoins n'est pas convergente, 
car, en groupant les termes comme il suit, 


(« W(t )+(E+gtitE 
3 +(3+3) 5 6 7 8 
I I 
+ (i 4..4 3g) + (Stet ge) +. eeg 


on voit que chacune des sommes renfermées entre paren- 

I ; . 
théses est plus grande que 5? ets comme il y en a une infi- 
nité, la série a nécessairement une somme infinie. 


51. En général, pour reconnaitre si une série est con- 
vergente, On compare ses termes, 4 partir d’un certain 
rang, 4 ceux d’une autre série qu’on sait étre conver- 
gente, ets il arrive que les termes de la premiére soient 
inférieurs ou au plus égaux a ceux de la seconde, alors 
cette premiére série est convergente. On peut se dispen- 
ser de comparer les premiers termes. 

En comparant une série a une progression géomé- 
trique, on est conduit aux théoremes suivants. 


52. Tutorime I. — Une série dont tous les termes, 
ou du moins les termes trés-éloignés, sont positifs, est 
convergente si, & partir d’un certain terme, le rapport 
d’un terme quelconque au précédent est plus petit qu'un 
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nombre déterminé k, qui est lui-méme plus petit que 
Vunite. 

Ainsi, supposons qu’a partir de u, cette condition soit 
remplie. On aura, m étant plus grand que 7, 


"Umer <Any 
Unga < Atllnsiy 
et a fortiori 
Unga <_ hum3 
de méme, 
Uin+-3 << ke um, 


Umai <A ttm; 
on aura donc 


Umit tt Umps te Umes tooo Ugg KO Um (hk + A2?+ 3+ kK), 


Donc 
ie — fir 
Umi + Um+2 +. r ot Um+i < lim ry a 
Or 
k-— fit 
1—A 


est une quantité finie, quelque grand que soit 2, puisqu’on 
suppose A moindre que 13 d’ailleurs u,,<(k"""u, peut 
devenir plus petit que toute quantité donnée, en prenant 
m assez grand; par suite, le reste ty1+ Unga eee Umi 
peut devenir inférieur a tout ce que l’on voudra, en pre- 
nant m suffsamment grand. Donc la série est conver- 
gente. 

Au contraire, la série est divergente si l’on a k plus 
grand que 1. 

Effectivement, si a partir de u, cette condition est rem- 
plie, les termes deviennent de plus en plus grands. 


53. Tatorime I. — Une série a termes positifs est 
convergente, si, a partir d'un certain terme, on a con- 
stamment 


Vua<ck<. 
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En effet, on aura, d’aprés cette condition, 
Una —+ Un+2 os ee Un+zi < ket + kata + .eet kre, 
ou bien 
k— five 


Unat Unga +. eb Uni ke “y—k? 


d’ou l’on conclut, comme précédemment, que la série est 
convergente. 

Au contraire, la série est divergente, si l’on a toujours, 
a partir d’un certain terme, 


Vu, > k >t. 
Et, en effet, comme de la on déduit vu, >k’, il s’ensuit 
qu’en prenant n suffisamment grand, u,, etd fortiori 
le reste de la suite, sera plus grand que toute quantité 


donnée (50). 


54. On a supposé jusqu’a présent que tous les termes 
de la série, ou du moins les termes trés-éloignés, étaient 
positifs. Soit maintenant une série dont les termes aient 
des signes quelconques. 

Si la nouvelle série qu’on obtient en prenant positive- 
ment tous les termes au dela d’un certain rang est con- 
vergente, la série proposée le sera aussi. Effectivement, 
-le reste de la série donnée a une valeur absolue moindre 
que le reste de la série transformée; par conséquent, il 
peut devenir moindre que toute quantité donnée. 

Cette condition de convergence est suffisante, mais non 
pas nécessaire. 


53. Tutonkme II. — Une série est convergente quand 
les termes éloignés sont alternativement positifs et né- 
gatifs, et vont en décroissant indéfiniment. 


En effet, admettons que cette loi se vérifie, dans la série 
U, + Us + Us; Hee Uni HH Unga Ht Ungg te eet Un tecey 


a partir du terme wu,4,; que nous supposerons positif. 
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Appelons U,41, U,42, Unys, etc., la valeur absolue des 
LEPMES Ung iy Ung, Uns, etc. On aura, p étant > n, 


Sp =S,+ (Un+1 — n¢2) + (Uses — ni). coy 


et, par suite, 


On a aussi 
S,=S, + Un+t — (Un+: _— Un+s) — (Uns — n+5) cece 
Sous cette forme, on voit que 


Sp <c Sa + Unis; 
donc ona 
Sp <= Sp < Sa + Una e 


Donc S, est toujours compris entre S, et S, +- U,41, et 
comme U,,, peut devenir aussi petit que l’on voudra, la 
séric est convergente. 


56, On considere quelquefois, dans le calcul, des séries 
imaginaires de la forme 


(uz, + 0, Y¥—1) + (aa +, V—t) +. (ug + tn V1) 4 
Une pareille suite sera convergente, si les deux sommes 
Uy Uy t+ Ug tee Hg tie ey OH 2 +3 +. tO +..., 


sont elles-mémes des séries convergentes. 


ETUDE DE QUELQUES SERIES. 


57, Nous allons appliquer les régles précédentes 4 quel- 
ques exemples. 
ax 3 an 


1° rt wt teste et 
1.2 1.2.3 1.2.3...” 





wee 


Cette série est convergente, quel que soit x. En effet, 
ona 








Ups = 
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et aussi 
xP—' . 
We 1 9.3...(p—t)? 
d’ou 
pps ee 
Up P 


On voit par la que le rapport d’un terme au précédent 
finira toujours par devenir plus petit que tout ce que l’on 
voudra, et, par conséquent, plus petit qu’une fraction 
quelconque k. Donc la série est convergente, et cela que x 
soit positif ou négatif. 

On peut savoir quel est, dans cette série, le plus grand 
terme pour une valeur donnée a =. 

Supposons que |’on ait 


iC eit; 
le plus grand terme sera 
ai 
1.2.3...8 


En effet, on peut mettre ce terme sous la forme d’un 
produit 

PY Ag rY hg * or og 
composé de facteurs plus grands que 1: tous les termes 
précédents sont moindres, puisqu’on les obtient en sup- 
primant dans celui-ci un certain nombre de facteurs plus 
grands que 1: tous les termes suivants sont aussi moin- 


dres, puisqu’on les obtienten multipliant celui que nous 


PY 








venons d’écrire par des facteurs ’ 9¢e+) mMoin- 


i-+I i+2 

dres que l’unité. 
am ; ore 

——,—— et qu'on veuille 

1.2.3...2 

avoir une limite supérieure du reste R,. On aura 


R, = —— 4 = + 
"~ 1.2... a,a+1. (ati)(nt+a)'/ 


Supposons qu’on s’arréte a 
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d'ou 


<—_ x 1 x 1. xe 1. 
Re wn trti (ntie (ae UP 


ou, en supposant 2 +1 >2, 





<2 rh x 
R, An+i—s 
ou, satin, 
nt! 1 
R, <<. ————_-- 


1.2... N+t-iI—cz 


2° Les différents termes de la série 


2 xn 
COS22 -+-... -- ——— cosnar +... 
I.2 1.2.24 


I-+ ©cossz + 





sont plus petits que ceux de la série précédente. Done 
la nouvelle série est convergente 4 plus forte raison. 


x x x zr 
3° —+-— + —+...+— +... 
I 2 3 n 


On a, dans cet exemple, 








Uen4-1 —2rxX 
Un n-i 
Comme ce rapport tend vers x 4 mesure que n aug- 
mente, il en résulte que la série est convergente pour les 
valeurs de x comprises entre —1 et +1. 
On arrive a la méme conclusion en appliquant le se- 
cond théoréme (53). 
On peut facilement trouver une limite supérieure du 
reste R,,. En effet, on a 


gti ht? gti 


a 


—~ 
nR-+-1 +2 w+ 











R, = (Itze+az7+...), 


ou, puisque rest moindre que1, ~- 








Stinm. —An., I. 4 
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m(m—1)...(m— p+1) 
1.2...p 


+ xP ++. 


On a, dans cet exemple, 





Uprt m—p+t (* +1 \ 
——- aS - OH 
Up P 


tds 
P 

Si x est moindre que l’unité et positif, les termes 
finissent toujours, quand p est suffisamment grand, par 
devenir alternativement positifs et négatifs, et par dé- 
croitre indéfiniment. Donc alors la série est convergente. 
Elle Pest encore si l'on ax <0 et que sa valeur absolue 


e e U p+t 

soit plus petite que 1; car, dans ce cas, le rapport — 
P 

finit toujours par étre, en valeur absolue, constamment 


plus petit qu'une fraction quelconque & plus grande que x. 
Si x, positif ou négatif, est plus grand que 1, la série est 





: m +1 . ; 
divergente, car ( — 1) x finit toujours par surpas- 


ser I. 
5° La série 


f I 


I I df 
(1) I+ — + ge ta tee et St 
2 p™ (Pp +1) 


3” 4 


est divergente pour m=1 ou m<_1, et convergente 


pour m> 1. 


En effet, quand m= 1, on a 


a 
3 4 eee 9 
série dont la divergence a été démontrée (50). 

Quand m est <1, la série (1) est 4 plus forte raison 
divergente, puisque ses termes sont plus grands que les 
termes correspondants de la série (2). 


I 
(2) Irs 
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Soit ensuite m>>1.Ona 





Upar I oe ( Pp \" 

up (p+ pm \p+t 
Ce rapport, quoique constamment plus petit que l’unité, 
finira toujours par en approcher autant qu'on voudra. 
On ne peut donc pas appliquer le premier théoréme (52), 


mais on démontre la convergence de la série pour m > 1 
en groupant les termes de la maniére suivante : 


I I I I 


I I I ; 
(ate) (Stet ete) (et tam) t 


d’ot l’on conclut que la somme des termes est moindre 
que 





2” 4™ Re ' °°? 


9 4 e . | . ° 
c est-a-dire moindre que la somme de la progression géo- 
métrique décroissante 





I I I 
Pe gmat Fmt Bama os 
6° Si dans la série e 
x x 
I+ = —— + en ae 
I 1.2 1.2.3 1.2.3... 
on fait 
z=1, 
-on obtient la série numérique 
2+—— + + — 4 n : 
1.200 1.2.30 «1.2.3.4 °°°°  1.2.3..cn 


série convergente, puisqu elle est un cas particulier d’une 

série qui est convergente, quel que soit x. On en repré- 
q 

sente la somme par Ja lettre e 


h. 
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Le nombre e est compris entre 2 et 3; car on a évi- 
demment 
e>2 


et 





I I 
e2+otoo+ 


I 
+e. et — +... 
2.2 2.2.2 2" 


ou 


e<o 3. 


I] est facile de trouver une limite supérieure du reste R, 
de la série, ou de la somme 
I I 


1.2.3...2(n-+1) + 1.2.3...a(n-+1)(2-+ 2) Fees 


Carona 


I I I I 
Ra a.3.00n (Stata) 


ou 
I 
1.2.3...2 


I 
Ri< xo 


On voit que la convergence est trés-rapide. Les onze 
premiers termes donnent en effet e = 2,7182818, valeur 
approchée%s un dix-millioniéme prés. 


J m : 
LIMITE DE (1+ =) QUAND m CROIT INDEFINIMENT. 
1} 


58. Le nombre e est la limite vers laquelle tend la 


, ° vw I m e ° e 
guantité (: + =) guand m croit indéfiniment. 
a 
Supposons d’abord m entier et positif. On a 


1 \" I m(m—r1) 1 
I+ —) itm. — 4+ ————— — + 
in m 1.2 m? 


4 m{m—i)..(m— n+) I 
1.2.3...7 me *"$ 
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ce qu on peut écrire 








1.2.3...a 


Les termes de ce développement au nombre de m sont 
tous, a partir du second, plus petits que les termes de 
méme rang dans la série qui représente le nombree, et ils 


a e e I m 
augmentent avec m, d’ou il suit que (1 + ~) augmente 
mM 


avec m, en restant toujours < e. Les numérateurs des 
premiers termes, qui sont 


I I 2 
I— —» I— —]) [| r— — Joeeey 
mM m Mm 


approchent indéfiniment de l’unité, quand m croit jusqu’a 
linfini; et, par conséquent, ces termes tendent 4 devenir 
égaux a ceux de la série e. Mais il n’en est pas de méme 
pour les termes trés-éloignés, car si, parexemple, »—1 


, Ld ee n — I 
était la moitié de m, le facteur 1— ——s dans le 
V] 
. e I 4 bd 
nme terme, serait 57 et le numérateur de ce terme serait 


I ; . ys 
<5: Cependant, en prenant mz trés-grand, et négligeant 


dans les deux séries les termes trés-éloignés qui font une 
trés-petite somme, on concoit que l'une des séries dif- 


e e ’ e@ es J m e 
fére infiniment peu de l’autre, et qu'ainsi (1-- —} doit 
P 9 eg m 


s'approcher indéfiniment de e, 


59. Au surplus, en voici la démonstration trés-rigou- 
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reuse. En s’arrétant au mn’ terme, on a 





( - ( a) ( —") 
m m m 
—-_- OF OC 


1.2.3...” 


Quelque grand que soit 7, on peut prendre le nombre 
m, qui est indépendant de 7, tellement grand, que le nu- 
mérateur 





qui est inférieur 4 lunité, surpasse 1—e, ¢ étant un 


nombre déterminé aussi petit qu'on voudra. Car ce 





, m—1\"" , 
numérateur étant plus grand que (: —— ) » il suf- 


fira de poser 





d’out l’on tire 


n—I 
m > 1 
I— I—6& 


Alors, dans le développement de (: —- =)"; les numéra- 


teurs des termes jusqu’au n‘*”” étant tous ->>1 — e, on 


aura, en les remplacant par 1— ¢ et négligeant les termes 
qui suivent le n°, 





1\” I I I 
(+5) Sat (ime) (Foto tet ); 


1.2 1.2.3 1.2.3...” 


et a fortiori 


rtpi)\se42 41 | —_______ 
m) 12 @ageott me? 
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puisque la somme 


I I I 
— -- TT ee +... 
1.2 1.2.3 1.2.3...” 


(qui multiplie ¢) est 


I I 
<stint ou <I. 
On a d ailleurs (57, 6°) 
I 4 | I I 
1.2.3... 1.2.3...” 





el a+ —— +e. 
Pa ¢< 7~-_—-_o ove 
™ 1.2 


Ayaut ainsi deux quantités qui renferment entre elles 


1\" weep 
eet (: + =| » on aura, en comparant les différences, 


e i+ - "< r .4 
“x —— —. ——_.—_——— — _ 8 
m 1.2.3...2 7 ? 
et comme on peut supposer 7 aussi grand et € aussi petit 
qu’on veut, en faisant croitre m 4 l’infini, on voit que e 


est la limite vers laquelle tend (3 + =)" 
m 


60. On obtient la méme limite quand m cesse d’étre 
un nombre entier. Dans ce cas, m tombe entre deux en- 
tiers consécutifs p et p +1, etl’ona 


1\" | 42 p+i . I P 
(rea) <(eep) > (ea) 
(1) < (5) (+5) 

I \* T P+! I 
(1+ 55) > (" pa)” (+ pa) 


Quand m croit, ces deux quantités, entre lesquelles le 





ou 


et 





1 \" , , ; 
valeur de (1+ ~) est toujours comprise, tendent l’une 
et l’autre vers la limite e (puisque p est entier). Donec 


1 \* oe 
(1 -- =| a la méme limite. 
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61. Enfin, si l’on fait m négatif, m = — p, on aura 


(= BP =(-8) (2) "= (5) 
= (+ ta) H(t) ores 


quantité dont la limite est encore e, quand p devient 
infini. 





62. Le nombree est incommensurable. — En effet. 


° ° a . 
si e était un nombre commensurable ;, on aurait 


b 
“=2 + + ——__ + 4 + 
67 Ta TC Ta. b 1.2...6(b+1) 7° 
° I J 
En faisant passer 2 -+- a dans le pre- 


mier membre, multipliant par1.2.3...6, et désignant 
par N un nombre entier, on aurait 


J I 


N= fait 


b+1)(6+2) °°" 


On a donc 
N> 0. 
D’ailheurs 


a + ——— 
bai (6+1(6+2). “Sba1 bap”? 


donc 
I 
N <o b ° 


e e e e e I 
On aurait ainsi un nombre entier compris entre o et 3? 
ce qui est absurde; e est donc incommensurable. 
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CINQUIEME LECON. 
DIFFERENTIATION DES FONCTIONS TRANSCENDANTES. 


Différentiation des fonctions logarithmiques, — des fonctions exponen- 
tielles, — des fonctions circulaires directes, — inverses. 


ne aeeenenaneaeemel 


FONCTIONS LOGARITHMIQUES. 


63. Soit y le logarithme de x dans le systéme dont la 
base est a, de sorte que 


ral, 
On a 
y+ ay = log (x + Ax), 
d’ou 
Ax 
Ay = log (4 +- Ax) — logs = log (1+ =<) 


et 


° xz 
Si l’on pose Ax = —, on aura 
hs 


ay log (14) = 2 hog (14-2 )" 
—_ = ea — |-— —10 I — ° 
Ac « ° m z ° m 


Si Pon fait croitre m indéfiniment, Ax diminuera jus- 


A la I m e e e 
qu’a zéro, et (1+ =| atteindra sa limite e (58); donc 
4 


. AY dy 1 

lim—— o —=—-] 

Rae de ee” 
d’ou 


da: 
dy ou d log = — loge. 
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64. Quand on prend le nombre e pour base, les loga- 
rithmes appartiennent a4 ce qu’on appelle le systéme né- 
périen : nous les désignerons par I. 

Dans ce systéme, on a le = 1, et, par suite, 


d. 
dl«z—= Ox 
a 


Il est facile de passer d’un systéme quelconque au sys- 
teéme népérien, et vice versd. 
En effet, l’équation 
“ay 
donne 
lz = yla =logela. 


En faisant x = e, il vient 


1 = loge.la, 


loge = ' 
og =A? 


+ — lz >< loge. 


la 


logz = lex 


I 
la 
tiplier le logarithme népérien d’un nombre pour avoir son 
logarithme dans le systéme dont la base est a, est appelé le 
module de ce dernier systeme. Quand a= 10, le module 
est 


Le facteur constant — ou loge, par lequel il faut mul- 


loge = 0, 4342045. 
En multipliant les logarithmes des Tables ordinaires 
I ° 
par jo, OU 1.10. qui est 2,3025851, on aura les loga- 


rithmes népériens. 


65. La régle de la différentiation des logarithmes est 
souvent utile pour différentier d autres fonctions. 
Ainsi, on peut s’en servir pour différentier u”, quel que 
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soit m, u étant une fonction de la variable indépendante. 


On pose 
yu, dori ly=—amla, 


et, en différentiant, il vient 


ou 
d.u™ — mu™—' du. 


Soit encore un produit de plusieurs fonctions de x, tel 
que y = uvz. 

Comme il pourrait y avoir des facteurs négatifs, éle- 
vons au carré, et prenons les logarithmes; il viendra, 
apres avoir différentié et divisé par 2, 

dy du ad _ dz 
= ES," 
¥ u y z 


résultat déja obtenu par une autre méthode, 
¢ 
66. Exempues. 


1? yale t+ Va? + 2°), 
Ona 


xdr 
Vai + x? _ dz 
z+ Vai 2? 7 Vai-+ ac? 


2° yt ___ ° ; 
) Va? + x’ 


On remarque d’abord que 


i (Gig) =e Ve + 2x; 


dic + 





dy = 





d’ot 
dy = dz cdzx adr 
i a+ a? 2(a?+ 27) 


3° y= N(x — a) (x — by (x —e)P...]. 
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Cette quantité est égale a 


m\(z—a)+ al(z— 6) + pl(z#—c) +...; 








donc 
d m n 
oy i a 
dx x«—a zr—-b «xe—e 
Si l’on pose 


(2 —a)"(x«#— b)"*(a2—c)?... =f (2), 
on aura encore 


dy _dif(x)__ f'(2) 
de de = Fay’ 


il en résulte 














/ 
SF! (2) mo,” 4. ?P 


— +... 
S (xj zE—-a «£—b xr—e ? 


formule qui sert de base a la théorie des racines égales. 


e 
FONCTIONS EXPONENTIELLES. 


67. Soit 


yaa", 
u désignant une fonction quelconque de x. En prenant 
Jes logarithmes des deux membres, dans le systéme népé- 
rien, pour plus de simplicité, il vient 
d 
ly=ula, d'or ; —lada, 


c’est-a-dire 
d.a"*—a'ladu. 


68. En particulier, sia=e et u= 2, ona 
d.e* = c"dz, 


de sorte que la fonction e* est égale a sa dérivée. 
On peut se demander si cette fonction est la seule qui 
jouisse de cette propriété. Pour répondre a cette question, 
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posons 
dy 
a? 
on en tire 
dy 
> ou dly =dz, 
donc 
ly are, 


JX =_— e=te —_— ee’, 
et, remplacant e° par C, 
y= Ce," 


ce qui montre que la fonction inconnue doit étre le pro- 
duit de e* par une constante. 


69. Exemp.es. 
1° xy = 0,7 
v et u étant deux fonctions de x. Ona 


ly =ulo, 
d’ou 
d d 
J = dul tu, 


dy = ydulo+ = ude, 


ou bien encore 
d(¢") =: vlodu + vo —'ude. 


Ce résultat peut d’ailleurs s‘obtenir en appliquant la 
régle des fonctions composées (47). 


a 
2° y= ab ; 


dy = a®* |abtdz + a”* b*¥xlalb dz. 


FONCTIONS CIRCULAIRES DIRECTES. 


70. Commencons par établir d’une maniére précise 
sous quel point de vue les fonctions circulaires sont con- 
sidérées dans Je Calcul infinitésimal. 
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Dans ce Calcul, comme dans la Trigonométrie, les no- 
tations sinx, cosx,... représentent les rapports des 
droites ainsi nommées au rayon du cercle auquel elles ap- 
partiennent; ce sont donc des nombres abstraits, La 
lettre x représente la longueur d’un arc rapportée au 
rayon pris pour unité; c’est encore un nombre abstrait. 
Alors le nombre 7 == 3,1415926 est la longueur de la 
vis 

180 
TZ 


longueur del’arc de 1 degré; et Zo est la longueur del’arc 


de z degrés, de sorte que ]’on a, si z est le nombre des 
degrés contenus dans 2x, 


demi-circonférence dont le rayon est lunité ; est la 


uz 180° 
sy BS KE 59°10 XK. 
180 T 


L’arc égal au rayon est environ de 57° 16’. 
741. Sinus, — Soit 
y= sin 2. 
ytAy =sin(z-+ Ax), 

Ay =sin (x + Ax) — sinz; 

ou, d’aprés une formule connue, 
_ I I 
Ay = 2 sin = Ax cos (++ z42) . 


Donec 


. J 
sin = 4a 
Maintenant Ax devenantnul, ——— a pour limite 1, 
—Azx 
2 
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I wo ae 
et cos (2+ 5 Ax) se réduit 4 cos x; doncil vient 


d 
oy —cos7, 
lx 


ou 
dsin x — cosxaz. 


Cette formule montre que le sinus d’un arc augmente 


a Tt e e 
quand l’are croit de o a 2? diminue quand arc croit 


Ty , . 
de > 27, elc., comme on le voit sur une figure. 


72. Cosinus. — De la différentielle du sinus, il est 
facile de tirer celle du cosinus. On a 


| (: 
cos z —= sin | —-— z 
2 
dcos z = d sin (Z—=) = cos (=- a) a (E- “| ’ 
2 2 2 


/ 


et 


ou 
d cos 2 — — sinzdz. 


73. Tangente. — La différentielle de la tangente se 
déduit de la formule 


sin z 
tang z= ——, 
cOsz 
qui donne 
cosz dsinz — sinzdcosz 
d tang 2 = ————_________—_ 
cos’? z 
ou 


dz 
dtangez— ——.- 
5 COSs?Z 


On trouve de la méme maniére 


dz 


dcotz == — -— —e 
§sin*z 





On voit que si l’are « augmente, d tang z est toujours 
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positive, et d cotz toujours négative, c’est-a-dire que la 
langente augmente sans cesse avec l’arc, et que la cotan- 
gente, au contraire, diminue continuellement, 


74. Sécante. — Ona 


SEC Z = 





9 
COS 2 
d’ot 
7 sinzdz 
da sec z —= ————e 
cos?z 


75. Ces régles suffisent pour différentier toutes les fonc- 
tions circulaires directes. En voici quelques exemples : 











1° dsin(ax + 6) =acos(ax-+ b) dz; 
. ° dx 
2° d\isinz = 5 
tang x 
3° d sin” z —= msin"—'zx cosxz dx3 
tang zx 27—sin22r 

he d 1B = + x 

2 2.27 cos? x 

sinc .r©cos4 — sins cosxz (x — tanrxr 
5° d —_—_ —_—_——__ —v—X—X—Xnn"-—— ax = cos.x (x — tang 2) dx. 
x x? xz’ 





Cette derniére différentielle, étant négative quand x est 


. . . sine 
moindre que 7, fait voir que le rapport —— va sans cesse 
YA 


en diminuant, lorsque x croit de 0 a m. 


FONCTIONS CIRCULAIRES INVERSES. 


76. Les fonctions circulaires inverses sont celles dans 
lesquelles on regarde un arc comme fonction d’une de ses 
lignes trigonométriques. On représente l’arc dont le sinus 
est x par la notation arc(sin = x), ou plus simplement 
par arcsinx. On écrit de méme arccosz, arc tang. 





Are sinus. — Soit d’abord 


z—=arcsinu, 
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vd e 
u étant une fonction de x. On aura 


. 
“4—sinz, 
d’ou 
du = dzcosz, 
et 
du du 
a2 = 

ou 


. du 
d arc sin u = ——_—_——_- 


yi— uw? 





Comme y1 — u* remplace cosz, il faut donner a ce 
radical le signe de cos z. 


71. Are cosinus. — Soit 


Z=arccosu, dol u==coss; 





on aura 
du = — sin 2dz; 
d’ou ” 
du du 
az = — = =—_ — 
in zd — m2 
. yi—u 
Ainsi 
du 
d arc cosu = — 


Vi—a 


Comme ¥1— u® remplace sin z, il faut donner a ce ra- 
P ’ 
dical le signe de sin 2. 

A cause de la double valeur de ¥'1 — u*, on voit que, 
pour une méme valeur de w, les différentielles de arc sinu 
et de arc cosu sont égales et de signes contraires, ou bien 
égales et de méme signe, ce qui tient 4 ce que ces deux 
arcs ont suivant les cas une somme ou une différence 


constante. 


78. Arc tangente. — Soit 


z—arctangu, dod tangz=4u4. 


Sturm. — 42., I 
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On a 
z 1 
xz = du; 
cos? Z 
d’ou 
du 
dz = du cos’? = ——3 
I + 4? 
donc 
du 
d arc tang u = . 
I+ u? 
On trouve de méme 
du 
darc cotu = — ——- 
1+? 


On yoit que, pour une méme valeur de u, d arc tangu 
et darccotu sont toujours égales et de signes contraires. 
En effet, les arcs correspondants ont toujours une somme 
constante. 


79. Exempwes. 1° 


1. _— 2a 2k 








. Y¥2ar— 7 a 2 2y2an— 2 x . dt 
d arc sin ———_——- = dx = - 
a 2ax— 2? Y2ax — zm 

1 — —a 

2° darc sin (ox V1 yi — 2?) = — eas . 

———_ } 
yi — xz 
“fu gdu— udov 

3° darc tang | — | = —---——_ 

v u? - v2 


On trouve par cette formule 


d arc tang ——-— = dn . 


Fs [—a@ Vi—-a ° 
Ce résultat pouvait étre prévu, car 


da : 
—-—— =darcsinz, arcsinz = arc tang ———— 


Yi — 2? rd 














11. 


12 
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f° darctang ——— ute _— (tue) (du + de) -+(u +0)(udo-+edu) 
— a (wu + v)*+ (1 — wp)? 
_ (i + 0) du + (1 + u?) dv 


(I+w)(1+6) ” 
ou 
+9 du do 


u 
d arc tan — 
oT uw The Tae 











résultat facile 4 prévoir, puisque 





arc tang — _ = arc tangu +- arc tang». 

80. Les exemples suivants (1 418), ot toutes Jes 
fonctions transcendantes sont combinées entre elles, 
fourniront l’occasion d’appliquer les régles contenues 
dans ce chapitre. 








EXERCICES. 
y=", dy = mx" "dx, 
y = es, dy = cosxre™* dz. 
y= eee, dy = (1 + tang? x) e™8* dy, 
_ ye “(oe 18) ae 
—_ eresins a = efresine Jr, | | 
J ? v = — 2? 


_g? 
y =e * cos bz, 


dy =—e' (ax cosbz~-+- bsin bx) dx. 








yx =1(cosz), dy = — tang xdz. 
2ax 
y =1(tang =), dy = x 
y =sin (lz), dy = ~ cos (1x) dz. 
yx = sin” x cos"z, dy = sin""' x cos""' x (m cos? ~ nginx) de. 
= are sin = —— =. 
y= vita y= I+ 
_ acosxz-+b V7?— 
J = BFC COS Tosa pa? dy bcosa-pa 
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43. 


14. 


45. 


46. 


47. 


48. 


COURS D ANALYSE. 


y =arc tang (14-27 — 2), 








y = arc tang = — — 
xy = are tang “= 3 
y =1 (are cos Wr + 2’), 


I— COS2 
y=! -) 
1+ cosx 
(2-+4-ecoszx) sine 
Y= Tae; ? 





(1+ e cosz)? 


dy = — 


dy = 


dy = 


dy = 


(b—a)dz 


V1 — 2 arcsine 


sin 2 -+- cos x 
SINS CSF ate, 
sin’ @ 


3e+(2-+ e?)cosx 
(ite COs 7 )° 


ax. 


19. Trouver une courbe dont la sous-tangente soit constante. 


SOLUTION. 


r 


y=cet, 


20. Trouver une courbe dont la sous-tangente soit t proportionnelle 
a une puissance de Pabscisse. 


SOLUTION. 


ly = azx'-™ +c. 


91. Trouver une courbe dont la sous-normatle soit en raison in- 
verse de Vabscisse. 


SOLUTION. 


y?=aalr+e. 
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SIXIEME LECON. 


DIFFERENTIATION DES FONCTIONS IMPLICITES. — CHANGE- 
MENT DE LA VARIABLE INDEPENDANTE. 


Fonctions implicites données par une seule équation. — Elimination 
d’une constante entre ]’équation proposée et ]’équation qu'on obtient 
par la différentiation. — Fonctions implicites données par un nombre 
quelconque d’équations. — Dérivées et différentielles successives. — Du 
changement de Ja variable indépendante. 


Le caeneLanatheemmemmesemmnenaasy 


DIFFERENTIATION DES FONCTIONS IMPLICITES DONNEES 
PAR UNE SEULE EQUATION. 


81. Nous savons (5) qu’on nomme fonctions implicites 
celles qui sont liées 4 la yariable dont elles dépendent 
par une ou plusieurs équations non résolues. 

Supposons d’abord deux quantités x et y liées entre 
elles par une seule équation : 


(1) J (2, y)=0, 
et soit x la variable indépendante. On peut trouver dy 


d * - ° 26 ° 
ou = sans étre obligé de résoudre |’équation par rapport 
ay. En effet, si Pon congoit que y soit remplacée par sa 
valeur en fonction de x, y= (x), on aura identique- 
ment 
FJ (2, 9(2)| =o. 

Donc la différentielle de f(x, 7), prise en regardant y 
comme une fonction de x, doit étre identiquement nulle, 
et, d’aprés la régle des fonctions composées (47), on a 

df df 


) —d — dy 
(2) a t+a ly = 0, 


} 
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d’ot l’on tire 


df 
dy _ dx 
dy 


Ainsi, la dérivée de la fonction implicite y s’obtient 
en divisant la dérivée du premier membre de l’équation 
prise par rapport 4 x, par la dérivée de ce membre prise 
parrapportay et en chan geant le signe du quotient. 


82. Lorsque l’équation d’une courbe se présente sous 
la forme 
F(t, x) =, 
la régle précédente permet d’obtenir le coefficient angu- 
laire de la tangente menée par un point quelconque de 


d 
‘cette courbe, c’est-a-dire = sans résoudre |’équation 
a 


par rapport 4 l'une des variables. 
Exemptes. 1° Soit l’équation de I’ellipse 
ay? + 62x? = a? b?. 
En différentiant, on a 


aay dy +-2Rxdx—=0; 


d’ou 
dy _ vx 
dx a ay 
L’équation de ellipse donne deux valeurs de y, 
yi = +2 yaa, n= 7 Va— 2, 
dy . 
auxquelles correspondent deux valeurs de 7,” qui sont 
dy, _ _—s— ib xz dy, 6b x 
dz a Vata dz @ qt — x 


En général, & 7, 2 autant de valeurs que y. 
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a° Soit I’équatidn | 


Ay" + Ba" + C2? yf =0, 
on en tire 
mAy™—'dy + nBa"" dx +- pCxr— yt dx + qCx? yt'dy =o, 
dou | 
dy  ——_- RBat®" + pCxP—' 1 
dz m Ay"! + qgCyt' 2? 
3° Soit 
a -+ y' — 3axry = 0; 
on en déduit 
dy  ay—2z 
dx y*— ax 
Comme, en général, 4 une méme valeur de x répondent 
trois valeurs de y ou trois points de la courbe, il y a aussi 
. d 
trois valeurs correspondantes de = . 


4° Soit encore |’équation 





e x + 
a’ sin J = 2x, 
a 


qu’on ne pourrait pas résoudre par rapport a y; elle 
donne 








a cos —_7 (dz + dy)=ady + ydzx; 
d’od 
dy xy —acos— 
or cos J ie 





ELIMINATION DES CONSTANTES, 


83. Entre une équation donnée et )’équation qu’on en 
lire par la différentiation, on peut éliminer une constante; 
il en résulte une nouvelle équation qui exprime une pro- 
priété de la tangente, commune 4 toutes Jes courbes que 


4 
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14 


représente /’équation pruposée, quand on y donne diffé- 
rentes valeurs a la constante. 
Ainsi, soit 


xy? = 20x; 
on en tire 
. xy dy=adz, 
puis, en éliminant a, 
iss, 
Jy dy — ° 


C'est-a-dire que, dans toutes les paraboles qui ont le 
méme axe et le méme sommet, la sous-tangente est 
double de l’abscisse du point de contact, quel que soit 
le paramétre 2a. : 
L’équation 
yy? 2axr + a’, 

qui représente une suite de paraboles ayant le méme axe 

Fig. 6. et le méme foyer, conduit, 
par lélimination de a, a 
’équation 





~~ dow 
dy — f+ x? + y? 
ax yx 
Ou 
z+ ay = 2’? -+ x3; 
Y as — Jy 
mais 


ad 
x= FP, y 3 = PN, z+ y? == FM; 


on aura donc 
FM=FN, puis FM= FT. 


C’est-a-dire que dans toute parabole le foyer est égale- 
ment distant des points oi la tangente et la normale 
rencontrent l’axe, ainsi que du point de contact 
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FONCTIONS IMPLICITES DONNEES PAR PLUSIEURS 
EQUATIONS. 


84. Deux fonctions implicites de x, savoir y et z, étant 
données par les équations 


(1) SF (24; z) = 0, 
(2). F(z, y,z)=0, 

. ay dz . 
on peut obtenir az et Zp sans les résoudre. En effet, si 


l’on portait‘dans les équations (1) et (2) les valeurs dey 
et de z en fonction de x qu’elles déterminent, savoir 
vy =9 (xr) et z=¢(x), les premiers membres 


Sf (2, 9(z),$(z)], Fl2, 9 (7), ¥(2)] 
seraient identiquement nuls; donc leurs différentielles 
seraient nulles aussi. I] faut donc égaler A zéro les diffé- 
rentielles de f(x,y, z) et de F (x, y, z), en y regardant 
y et z comme des fonctions de la variable indépendante x. 
On obtient ainsi | 


df df df a 
aF dF dF 
(4) ae GU t+ Ge 


4 hd ° ° dy dz 
équations qui renferment les deux inconnues —— et — au 
dx dx 


premier degré seulement : on en tire 

dfdE df dF 

dy _ dz dz dz dx 
dc dfdF dfd¥’ 
de dy ay de 
dfdF df dF 

dz dy ds dz dy 
de” dfdF df dF 





a4 COURS D'ANALYSE. 


Si l’équation (1) ne contenait pas x, on aurait 


et ’équation (3) deviendrait simplement 


ee 


dy dy +- DF ee =0;3 
d’ou l'on tirerait 
df 
dz _ i dy 
dy —s-— df 
— . 


Cette derniére expression est le rapport des différentielles 
de zet de y considérées comme fonctions de x; mais c’est 
aussi bien la fonction dérivée de z considérée comme fonc- 
tion de y, en regardant y comme une variable indépen- 
dante. En effet, z étant fonction de y, en posant 


z= 9(y) 


et prenant les différentielles par rapport a 2x, on a, d’a- 
pres la régle des fonctions de fonctions, 


dz 
dy 





dz=9'(y)dy, dod 9 (y)= 


85. En général, si l’on a n équations entre m +- 1 varia- 
bles, une seule sera indépendante et toutes les autres se- 
ront fonctions de celle-la. On égalera a zéro les différen- 
tielles des premiers membres de toutes ces équations ; on 
aura ainsi 2 équations ou dz, dy, dz, etc., entreront au 


hd : | ’ ° d 
premier degré, et d’ou l’on tirera les valeurs de 5 
dz | 
dx etc. 


86. Soient, comme exemple, Jes deux équations 
(1) P+ yr t2= kh, 
(2) ax t+ by +cath=o; 
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onen tire, par la différentiation, 


adx -- ydy + 2dz—0, 
adx + bdy + cdz—=O0, 


d’ou 
dy as—cx 
(3 a 
(3) dz cy —'bz 
dz br—a 
y — bz 


Voici l’interprétation géométrique de ce résultat : les 
coordonnées étant supposées rectangulaires , les équa- 
tions (1) et (2) représentent, la premiére une sphére dont 
le centre est 4 Porigine des coordonnées et la seconde un 
plan ; le systéme des deux équations représente donc le 
cercle résultant de Vintersection de ces deux surfaces. 
d dz 
da a 
tions de ce cercle sur le plan des xy et sur celui des zx. 

On connait donc la projection de la tangente sur deux 
des plans coordonnés, et par suite cette tangente elle- 
méme. 


donnent l’inclinaison des tangentes aux projec- 


DERIVEES ET DIFFERENTIELLES DE DIVERS ORDRES. 


87. Soient y = f(x) une fonction quelconque de x, et y/ 
sa dérivée. Cette dérivée étant une fonction.de x, on peut 
la différentier, et l’on obtient ainsi la fonction dérivée 
de y’ que l’on appelle la dérivée seconde, ou du second 
ordre de y, et qu'on désigne par y”. De méme y” aura 
une dérivée y”, et, en continuant ainsi, on aura les dé- 
rivées de tous les ordres de y. On les représente aussi par 
J (2), fF" (x), F"(Z)s-+ +: 

A ces dérivées correspondent les différe:.tielles succes- 
sives de y. En regardant h, qui est l’accroissement arbi- 
traire de x, comme une constante, on a 


dy=y'h, d(dy)=d(y'h)=y"h, 
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et ainsi de suite; donc, si!’on représente d (dy) par d’y, 

d(d*y). par d* y, et ainsi de suite, on pourra écrire 

dy=ylh, @y=y"h, By=y"h,..., dy=yOh 
Comme h, ou l’accroissement arbitraire de x, est la 

méme chose que dz, ces relations deviennent 

dy=y'dx, @y=y"dzx, dy=y"dr,..., a*y=y dz" 
On tire de 1a les expressions suivantes pour les déri- 


vées successives ; | 


dy d*y uw — @Y a"y 
y= y" = Fa? ” = A yeeey yO = =n 


dx 





88. Exemp.es. 1° y =x". 





d 
yxy ou = ma, 
d? 
2 =m(m—1)a, 
d*y 
as = m(m—1)(m— 2) 2", 
da" 
2 =m (m—1)...(m— n+ 1)", 
a 
d™ 
2 =m (m — 1). ..3 201, 


m 


. . . d"y 
On voit que, si m est entier, 7m & une valeur con- 


stante, et que les dérivées ultérieures se réduisent a zéro. 


2° y= Acme Bam'=4+ Cr™ 7? +. 
dy 
ig MARE + (mm — 1) Bam + e°9 

d?y 


= m(m— 1)Ax™? + (m—1)(m — 2) Ba™*+...; 
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et, si m est un nombre entier, 


d@¥ 


ae —=1.2.3...m.A. 


Les dérivées suivantes sont nulles, 

















3° xy = a’. 
dy d*¥ d*y 
ae la, el qa (ha) 
Sia=e,ona 
dy dy ay 
da dat °° dgn TO 
4° xy = loge. 
dy oy 
> loge, 
d? 
= 1.27 ?. loge, 
ay 
Fas bt Bet loge, 
d® 
—=(— 1)*'1.2.3...(2— 1) 27". loge. 
5o y= sin x, 
dy ay . d*y d‘y 
pi 08% aS sine, TS cost, Tsing. 


I.es dérivées suivantes reprennent périodiquement ces 
quatre valeurs. 
On peut remarquer aussi que 


dy _ I 
— —s1n |rt+—-71> 
dz ( 2 
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Pour y = cos x, on trouverait 


Trae (2+ be) 
—— = cos | r+-+-7f ]e 
dz" 2 


89. Quand la fonction y est implicite, on peut avoir 
ses dérivées successives sans résoudre |’équation qui la 
détermine. Soit 


(1) SI (2, 7) =.0, 
on aura 

df df , 
(2) dz dy” = C, 


équation qui fournit d’abord la valeur de y’ en fonction - 
de x et de y, ou en fonction de x seulement si l’on éli- 
mine y entre les équations (1) et (2). 

Maintenant, représentons par 


e(%, 7 y’') =0 
Péquation (2), ou plus généralement une combinaison 
quelconque des équations (1) et (2). On pourra considé- 
rer la fonction @ comme identiquement nulle, si l'on y 


suppose y et y' remplacées par leurs valeurs en fonction 
de x. Donc on doit avoir dp = 0, ou 


a9 dg dg 
—t “td ah —o- 
dn dy + ay °% 
Vou 

de 49, 4G oy _ 
(3) dz dy” + yp Y= o- 


Cette équation fera connaitre y” en fonction de x, y et 
y', ou en fonction de x seule, si l’on élimine y et y’ entre 


les équations (1), (2) et (3) (*). 





(*) Si l’équation (1) renferme deux constantes, on peut les éliminer 
entre les équatious (1), (2) et (3), et l’on arrivera ainsi a une équation 
exprimant une propriété commune & toutes les courbes représentées par 
l’équation (1), dans laquelle on ferait varier ces constantes (83). On 
pourrait éliminer un plus grand nombre de constantes en formant un 
nombre suffisant d‘équations différentielles. 
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On trouverait deméme y”, 7", etc. 

Nous verrons plus loin (411) comment les équations 
qui déterminent y”, y”, etc., peuventse former au moyen 
des dérivées successives du premier membre f (x, y) de 
('équation primitive, prises par rapport a x ela y. 


DU CHANGEMENT DE LA VARIABLE INDEPENDANTE. 


90. Si l’on a n équations entre (n +- 1) variables, y, x, 
t, u, ¥,..., on peut en regarder une comme indépen- 
dante, et imaginer que toutes les autres soient exprimées 
en fonction de celle-ci. Si l'on choisit t, par exemple, 
on a 

yH=v(t) et dy— yo (s)ar. 

Supposons, maintenant, qu’auparavant = ail été la va- 

riable indépendante, et que l'on ait 
JSS (x) et x= 9(¢). 

L’élimination de x entre ces deux équations conduirait 
aléquation y= (t), qui, par la différentiation immé- 
diate, donnerait les dérivées |’ (t), b”(t),..., p(t) dey, 
en considérant y comme fonction de Ja nouvelle variable 
indépendante ¢. 

Le probléme que nous allons traiter consiste a expri- 
mer, sans passer par l'élimination de x, les dérivées ou 
différentielles successives de y considérée comme fonc- 
tion de ft, au moyen de f(x), f” (x), etc., et des déri- 
vées ou différentielles de x prises en regardant + comme 
fonction de t. 


91. A cet effet, si l’on prend t pour variable indépen- 
dante, et que l’on considére x et y comme fonctions de f, 
on a, d’aprés la régle des fonctions de fonctions, 


dy = f' (x) dz. 


En différentiant cette équation par rapport a ¢ et regar- 
dant dx, non plus comme une constante, mais comme 
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une fonction de f, on a 


d?y =f" (x) dx? + f' (x) d?x. 
De méme, 


BPy=—f"(x)de4+3f" (x) dxed*x+ f' (x) dz, 


et ainsi de suite. 

Si, au lieu des différentielles dey ou de y(t) par rap- 
port 4 ft, on veut avoir ses dérivées ! (t) et p” (t), ete., 
il suffit de diviser les équations précédentes par dt, dt’, 
dt* respectivement, ce qui donne 


¥ (:)=S" (2) 9" (2), 
y" (4) =F" (x) 9 (th? +H (x) 9" (8) 
py" (4) =P (2) (4% + SF" (2) o Ct} 9" (4) + £1 (z) 9” (e)- 


92. Réciproquement, si l'on connait les différentielles 
ou les dérivées successives de x et de y considérées comme 
des fonctions 9 (t), } (¢) de la variable indépendante ¢, on 
en peut déduire les dérivées f' (x), f” (x), etc., de y con- 
sidérée comme fonction de x. Car on tire des équations 
précédentes 


d 
t' (x)= =, 
ly 3 
f” (x)= “4 y—” dz 
du(dzxd*y — dy d§ x) —3d?x2(dzxd? dy d?*x 
fo (2) = SO yO SO ey — Oe), 


les différentielles dans les seconds membres étant tou- 
jours relatives a ft. 


93. Voici un autre moyen d’arriver a ces formules. 


On a d’abord 
d 
f'(z)=—. 


En différentiant les deux membres‘de cette équation par 
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rapport a ¢, on trouve 


dy axd*y—dyd'x 
Sf” (x) diz = de = rr ae, 


et, endivisant par dx, 


dzd?y — dy dx 
ft(2) = Sore 


Une nouvelle différentiation par rapport a ¢ fera con- 
naitre f(x), et ainsi de suite. 


94. On doit remarquer que la dérivée premiére f' (x) 
est la seule dont l’expression par les différentielles de x 
et de y reste la méme, quand on cesse de prendre x pour 
variable indépendante ou quand dx cesse d’étre con- 
stante. 


. - d . 
En effet, f’ (x) est toujours exprimée par = » tandis 


que les autres dérivécs f” (x), f” (x), etc., qui sont re- 
ran ed ay dy . 
présentées par 7» —> etc., lorsque x est la variable 
indépendante, ont’ des expressions plus compliquées 
quand on regarde x et y comme des fonctions de Ja nou- 


velle variable indépendante t. 


95. Il se présente ici une vérification des formules gé- 
nérales. Si l'on prend x pour variable indépendante, en 
faisant x = t,ona 


dx d?z d® x 


—=1, —=0, — 
dt > dt? > de 
3 
et l’on trouve 


— ay 


~ dx 
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f(a =, f" (z) = aa? f" (x) 


dx est a présent constante, et les différentielles dy, 
d*y, etc., se rapportent a x. 


96. Si]’on prenait y pour variable indépendante, l’é- 
TtUnM. — An., I. 6 
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quation 


y=Sf (2), 
étant résolue par rapport 4 x, donnerait une valeur de la 


forme 
a=F(y). 


F (y) est dite fonction inverse de f(a). Il faudrait faire 
alors y = t, d’ou 


dy=—dt, d*?*y=0, d*y=0),..., 








puis 
dy I I 
t — 4 —_— 
O (2) =a > (# —~ Fy)’ 
(a) 
a? zx 
_ yd? x dy? __s«éF*(y) 
0) = — aes = Tae By 
GG) 
 —daedy Ba + 3dy (dry 
f" (2) = 4 ly (a?x) 
dx Bx (= 3 
_ dy dy* dy? } _ 3¥"(y)'—F (y) F"(y) 
— (£) _ F’ (y) ? 
dy 


97, Exempre. Soient y = f(x), et l’expression 


3 


_ (: + o) [rtf (20)*] 


dig F(a) 


ax? 


3 
2 


? 


dans laquelle dy et d*y désignent les différentielles de y 
ou de f (x) par rapport a la variable indépendante x. 

1° Si lon prend pour variable indépendante une autre 
variable t, lige 4 x et a y par les équations 


z=9(t) y=y(t), 
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les relations précédemment trouvées (92) donneront 


t ¢ 


3 
dy’ 
(14% ) 
u— 


 axzd?y —dyd'z 


dz 








=7i 
gy (¢} 


3 
3 


(dz? +- dy?) 


~ dz d?y — dy d?x 


[o’ (et)? + (2)?]? 


er (Ae ()—V (97 (8) 


2° Si l'on prend pour variable indépendante la fonc- 
tion inverse y, on aura, en supposant x =F (y), 


— [Sy 


d’z 
dy? 
Par exemple, si l’on a 


x=a(t— sint), 
on aura 


dz = a(t — cost) dt, 


d@xz—asinidt, 


= 


ft + F’(y)? V. 
F’(y) 


= a(t — cost), 


dy =a sint dt, 


d*y —acostdt 


La substitution de ces valeurs donne (en omettant le 


u== 2a2(I— cost) = 2 )2ay. 


signe —), 


EXERCICES. 


1. Trouver la déPivée de la fonction y donnée par Péquation 


aYity+tyVitrc=o. 


SOLUTION. 


dx 


dy__ vi+y ytoyvlitai(ity), 
vi-c a4-af(1-+ 2) (1+) r+ a)(-y) 


a ne a — ll 
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2. ‘Eliminer la constante a de [équation 


m 
— Ax on © 
x + 7 
SOLUTION. 


x +-m=o, 


ay\? _ oF 
dx) 7 dx 
3. Lliminer a et b de Péquation 


y —ax’*—br=o., 
SoLuTION. 


4, Eliminer a, b et ¢ de Péquation 
z2=ax-+ by+e, 
y étant une fonction de x. 


SOLUTION. 





5. Démontrer que si u et o sont des fonctions de x,on a 


d™uo Gl mn Ek m(m—1)d?o a™u | id 
dat dg Te Geet a dat dara tee tae 


6. Trower la m'*™¢ dérivée de la fonction 


x cos 0 


youe cos (2zsin@), 


SOLUTION. 


Y _ _xcosd ° 
apne cos (2 sin9 -+- m6), 


7. Trower la m*"* dérivée de la fonction 


you —az)" 








SOLUTION. 
ay n(n—1)...(n—m+1) (1-2 a™ | 
aa” 
mn x 
“| n—m+ii—2 
m(m— 1) n(n—t) a |- 
+ 1.2 (a—m-+i)(2a—m+a2)(1—2)* ~"" 
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8. CY pF x0. 


Que devient cette équation quand la variable indépendante est y? 


SOLUTION. 
Oe +xr—e"=0 
dy" _ 

9 dy a i =0 
dz yx? 


Que devient cette équation quand on prend t pour variable indé- 


pendante, sachant qu’on a 


t= 1(x+ 7142)? 


SOLUTION. 


d? d 
40. (1— 2?) HS 2 4 ny=0, 


Prendre t pour variable indépendante. 


SOLUTION ; 
d 
or +ny=0. 


x= cosé. 
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SEPTIRME LECON. 


DIFFERENTIATION DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES 
INDEPENDANTES. 


Différentielles partielles et totales. — Propriétés de Ja différentielle totale. 
— Différentielle d’une fonction composée, — d’une fonction implicite. 
— Dérivées et différentielles de divers ordres. — Théoréme sur 1]’ordre 
des différentiations. — Différentielles totales de divers ordres des fonc- 
tions explicites ou implicites. 


DIFFERENTIELLES PARTIELLES ET TOTALES DUNE FONCTION 
DE PLUSIEURS VARIABLES INDEPENDANTES. 


98. Si dans une fonction de plusieurs variables indé- 
pendantes 
uf (x, ¥; 2)» 
on ne fait varier que x, et qu’on prenne la dérivée 
de la fonction par rapport a x, cette dérivée partielle 


. ° Au ° 
(«qui est la limite du rapport as sera une certaine fonc- 
; x 


. ; ~ au 
tion o(x, 7, 2); on la représente par la notation — ou 


dz 
df (x, 7,2) ps, . . yee . 
——-—: La dérivée partielle, multi pliée par dx ou par 


l’accroissement arbitraire de x, donnera la différentielle 


du 
e L A __. . 
partielle de u par rapport 4 x, ou =~ ax 


On pourra prendre de méme la dérivée et la différen- 
tielle de u par rapport ay, et aussi par rapport a z. 


99. Si l’on pose 


du du 


du 
i AGEL z), dy VAP 92) Te hes IB) 


la somme des différentielles partielles de u par rapport @ 








SEPTIEME LEGON. 87 
toutes les variables, ou | 


? (x,y,z) dx+y (2, 7, 2) dy +4 (25I5 z) dz, 
sera nommeée la différentielle totale de u. Dans cette 


expression, dx, dy, dz désignent les accroissements arbi- 
traires de x, y, z, ou Ax, Ay, Az. 


400. Pour trouver l’expression de l’accroissement total 
Au de la fonction u, nous allons reprendre la marche 
suivie pour démontrer la régle des fonctions composées. 
On aura, en désignant par a, 6, y des fonctions qui tendent 
vers zéro, avec Ax, Ay et Az respectivement, 


(1) f(at Ax, 7,2) —Sf (x, y, 2) =[9 (4,7, 2) +a]de, 
(2) f(a, y + Ay,2) —S (2,712) =[¥ (27,2) + 6] Ay, 
(3) f(*, 7,2 + Az)— f(a, y, 2) =[x(*, 7, 2) + y] Az. 
Supposons que l'on fasse varier seulement x dans I’é- 
quation (2), puis x ety dans |’équation (3), il viendra 
| f(a + dx, y + Ay,2) —f(z + 42, 7,2) 
= [p(2+Ax, 7,2) +6 Jay 


(4) 


et 
(5) arial Ay,2+4z)—f (2+ Ax, y + Ay,2) 
= [x (a+ Aa, y+ Ay, z) + 4'] Az, 
6’ s’évanouissant avec Ax et Ay, ety’ avec Az, Ay et 
Az. 


Si l’on ajoute la premiére équation avec les deux der- 
niéres, il vient 
I (a+ Ax,y + Ay, 3+ 42) —f(2, 7,2) 
—[9(2, 7,2) taldot[b(c+Az,y,2) +6 ]Ay 
+ [x(# + Ax, y+ Ay,z) + 7] Az, 
ou, en désignant par #6” et y” de nouvelles fonctions qui 
tendent vers 0, | 
(6) ( Au [ 9 (2, Vs z) Ar+y (zx, J» 2) Ay-+ X (27s 2) Az} 
} + (aha + Bay + 7"Az). 


Ainsi l’accroissement de la fonction’ u se compose de 





88 COURS D’ ANALYSE. 

deux parties : dans l'une, les accroissements des variables 
sont multipliés par des fonctions indépendantes de ces 
accroissements, et qui sont les dérivées partielles de u; 
dans |’autre, ces accroissements sont multipliés par des 
quantités 2, B”, y” qui s’évanouissent en méme temps 
qu’eux. Dans le cas ou les variables indépendantes se ré- 
duisent 4 une seule, la premiére partie ce nomme diffé- 
rentielle de la fonction. Il est donc naturel de donner, 

; 


dans tous les cas, 4 cette premiere partie, le nom de dif- 
férentielle totale. 


101. Voici quelques exemples de différentielles totales: 
1° ua™y", du ma™ yde + na™y"'dy. 
ay 
aie 
a Va?+ 7? dy — ay diz? + 
_ x? + y? , 


2° u 


dt 


et comme 
d ly 
d x? + y? =— ray yy 
is yz y? 
il vient 
— ary dz -+axdy 


2 


(e+) 


. du = 


3° u = arc tang J, 

xz 

d.2- 

(a2  axdy—ydz 

27 2 2; 
ra w+ y 


x? 


da= 








PROPRIETES DE LA DIFFERENTIELLE TOTALE. 


102. Nous avons vu, au commencement du Cours (22), 
que la limite du rapport de l’accroissement d’une fonction 
d’une seule variable 4 sa différentielle est l'unité (pourvu 
que la différentielle ne soit pas nulle), Le méme théo- 








Bleem oee 
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réme a lieu pour les fonctions de plusieurs variables 
indépendantes, 

On a, d’aprés la définition de la différentielle totale, 


du = 9(x,y,2)Axr+p(z, 7,2) dy + x(2, 7,2) d2, 
par conséquent (100), 
Au — du=adxr-+ B’Ay + 7"A23 


puis, en divisant par du, 


wt pr bt gg M2 
“Aw Avr 


— SSS =" 


A Sz 
9 (2, 7, 2) + (2,72) + x(2,752) = 


Lorsque Ax, Ay, Az deviennent infiniment petits, 
le numérateur tend vers zéro, mais le dénominateur ne 
devient pas infiniment petit, tant que l'un au moins des 


A Az . . . Au 
rapports =, — reste arbitraire. La limite de — est donc 
Az Ax da 


Punité, si les valeurs des accroissements Ax, Ay, Az 
n’annulent pas du. 


103. Quand une fonction de plusieurs variables est 
constante, sa différentielle totale est nulle. 


En effet, la dérivée de cette fonction par rapport a 
chaque variable est nulle, par conséquent sa différentielle 
‘ du du du ,, . 
totale, qui est >P dx +- dy dy+- 7, 22, est nulle aussi. 


On en conclut que si deux fonctions ont une différence 
constante, leurs différentielles partielles ou totales sont 
égales. Car siu — = c, c étant une constante, on a 


d(u—v) ou du—dv=o et du=c. 
Et réciproquement, si du = dy, on a 


d(a—o) = Oe") ap gy MH) , He) 


dz = 
dz dy dz 7—= 0% 
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égalité qui entraine Jes suivantes : 


d(u—o) _ d(u—vo) _ d(u— oe) 


= —_———- = =o0O 
dz Os dy °» dz ? 


puisque les accroissements dx, dy, dz sont tout 4 fait 
arbitraires. Par conséquent la différence u — v est indé- 
pendante de chacune des variables x, y et z (24). C'est 
donc une constante. 


DIFFERENTIATION D'UNE FONCTION COMPOSEE DE FONCTIONS 
DE PLUSIEURS VARIABLES INDEPENDANTES. 


104. Si une fonction est composée, par exemple, de 
deux fonctions des variables indépendantes x, y, 2; 
comme p = F (u,v), on aura, en la différentiant tour 

a tour par rapport 4 chaque variable, 


dp _dpdu | dp dv 
dz du dz dv dx’ 
dp _ dpdu | dp ap 
dy ~ du dy do dy’ 
dp __dpdu | dpde |. 
dz dudz «do dz’ 








apa —— désignant les dérivées de p ou de F (u, v) prises 


par rapport a chacune des quantités u et vy, comme si u 
et v étaient des variables ne 


dp dp 
En multipliant les dérivées ie hy —) 
respectivement et ajoutant, on aura la diftérentielle totale 


dep, 


oP par dx, dy, dz 


dp, dv. 


d 
p= d+ F 


Les facteurs du et dy qui multiplient les dérivées par- 
. dp dp ,,. “cp. . 
tielles *, — désignent les différentielles totales de u et 


du 
de v. Ainsi le théoréme relatif a la différentiation d’une 
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fonction composée (47) s’étend au cas de plusieurs va- 
_viables indépendantes. 


DIFFERENTIELLES DES FONCTIONS IMPLICITES DE PLUSIEURS 
VARIABLES INDEPENDANTES. 


105. Soient, par exemple, les deux équations 


(1) S (2,752, Uy 0) == 0, 
(2) F (0, 7,2, &,9)==0. 


On peut choisir x, y, z pour variables indépendantes : 
alors u et ysont des fonctions implicites de ces variables. 
Or, f(z, y, 2, u, v) et F(x, y, z, u, ¥) ayant, pour 
toutes les valeurs des variables x, y, 2, une valeur con- 
stante qui est zéro, leurs différentielles totales doivent 
étre nulles (103). On aura donc 


F apa df +2 af 


(3) a @ a+ yp + ae du “+ ~~ dv—o, 
dF dF dF dF dF 
(4) aetg Vtg dz z+ 7 du u-+ 7 do—o. 


De ces deux équations on tirera les valeurs de du et de dy 
qui s’y trouvyent au premier degré. 


DERIVEES ET DIFFERENTIELLES DE DIVERS ORDRES. 


106. Soit 
u =f (2, J z) 


une fonction des variables indépendantes x, y, z. Les 
régles relatives aux fonctions d’une seule variable 


donnent immédiatement les dérivées successives “, 
au d"u . au du du du 
ae"? da? puis wy” dy" et ae let ’ 

Or toules ces dérivées sont des fonctions de x, y et z, 
qui ont elles-mémes leurs dérivées par rapport 4 chacune 
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des variables. Ainsi l’on peut prendre > c’est- 


d 
a-dire la dérivée par rapport a y de la dérivée de u par 
rapport a x. 


Pour plus de clarté, on pourrait indiquer ces deux 


du 
a (22) 
'\d d, d, . 
eon 2S", l 


dy dy daz , 








opérations successives par 


suffit d’écrire simplement ———» parce que 


a 
dy dz on dy dx 
ordre des différentielles dy et dx au dénominateur in- 
dique suffisamment qu’il faut prendre d’abord la dérivée 


de w par rapport a x, qui est du et ensuite Ja dérivée 
— , e 
Pp Ppp »q dz’ 


exprimera la dé- 


art. 
de 5 — = par rapport a y. De méme ——— eae aay 
rivée par rapport 4 x de la dérivée de u par rapporta y. 

On indique d’une maniére semblable le résultat d’un 
nombre quelconque de différentiations successives exé- 
cutées dans un certain ordre sur la fonction u par rapport 
au 


aux diverses variables qu'elle renferme. Ainsi ————- 
dzdidy dz 


2 - , du . 
signifie quil faut prendre d’abord 7, = Us» ensuite 
du, 


° 2 dus ’ 
—=—u —- = u,, etenfin — = u,. er- 
dy 2) puis 7 39 - » C'est ced 
nier résultat uw, qu’exprime la notation _ aa 
eqn exp dsdzdy dx 


THEOREME SUR L ORDRE DES DIFFERENTIATIONS. 


107. Le résultat final de plusicurs différentiations 
successives est toujours le méme, quel que soit l’ordre 
dans lequel on opére par rapport aux diverses variables. 


Je dis d’abord que 
+ du du 
d— d— 
dz dy ou que Mui dru 
dy dx nq dydx  dxdy 
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En effet, si l’on ne fait varier dans Ja fonction u que x 
et y, on peut, en faisant abstraction des autres variables, 
représenter u par f(x, vy). Or on a 


(1) f(e+hy)—fiz yr) = (= +a)h, 


« étant une fonction de x, y et h, qui tend vers zéro en 
méme temps que h, quelle que soit la valeur qu’on donne 
a J. e 

Changeons dans cette équation y en y +- k. Le premier 
membre devient 


SI (z+h,y + k) — f(z, x7 +k). 


d . 
Dans le second, o* devient 
aa 
du 
du dz 
— + ——k-+6h4 
dx + dy +O, 
6 tendant vers zéro avec k; @ prendra une nouvelle valeur 


- . €m .,y 
de la forme a + a’k, a’ ayant pour limite ay? k dimi- 
nue jusqu’a zéro; cette nouvelle valeur devant encore 
devenir infiniment petite avec A quel que soit k, il faut 


que a’ s annule aussi avec A. On aura donc 
(fee ee Nears k) 
a) ¢ 


| du 
du dz , 
_( ie a ed OL 
En retranchant la premiére équation de la seconde, puis 
divisant par Ak, il vient 
f(xth, y+k\)—f (2, y+h)—Sle+h, y\+f(2, x) 
hk 
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On voit que le second membre, et par suite le premier, a 
du 


d — 
a quand fet k décroissent indéfiniment. 
Mais en faisant varier dans f(x, y) d’abord y et en- 


ate 


e ° A d 
suite x, on trouverait de méme que 2 est encore la 
limite du premier membre de |’équation (3) quand h et k 
tendent vers zéro. 


Les deux limites doivent étre égales; on a donc 





pour limite 


du du 
“le 1a duis d?u 
dy —s- dx ou dydz  dxdy 





Il est bon d’observer que le premier membre de l’équa- 
tion (3) équivaut aux deux expressions (*) 


A, A, ut et A, A, u 
Achy - Axvday 
le sorte qu’on a 
4, 4,u—A, Au, 


aussi bien que 
d, du = d, dy tt. 


108. Il résulte de 1a que si ]’on avait 4 différentier une 
fonction plusieurs fois de suite par rapport 4 diverses 
variables et dans un certain ordre, on pourrait, sans 
changer le résultat final, intervertir ordre de deux dif- 
férentiations consécutives. On démontrera ensuite qu'il 
est possible d’amener chaque différentiation a tel rang 
qu'on voudra, et par suite d’intervertir a volonté l’ordre 





(*) A, indique l’accroissement de u lorsque, y ne variant pas, x est 
changé en x-+- Ax. A,,A,u est l’accroissement de A, u lorsque, « restant le 
méme, on change y en y +-Ay. La notation @,u est quelquefois employée 
pour désigner la dérivée de u par rapport 4 x. Alors d,d,u = d,(d,u). 
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des différentiations successives, de Ja méme maniére 
qu’on démontre en Arithmétique qu'un produit reste le 
méme, quel que soit l’ordre de ses facteurs, quand on a 
prouvé qu'on peut échanger deux facteurs consécutifs. 
On aura, par exemple, 
au d°u d*u 
dxzdzdz dy dzdzx — dzdzdy dxdudz — dz dy dx* 


409. Exempres. 19 u== xy". 


“= mz x® du = any?" 8 
3 dy 








az 
du 
“Te Mu — mnt pr! 
dy daudy — a, 
je 
dx du — mnt®— y= au 
dz dzdy J dy dz 
2° u — arc tang~. 
PY og 
du —y du x 


dz x+y? dy 2+?" 
Mu y?—xzw ade 


dydx (27+ y?)? _ dx dy 


DIFFERENTIELLES TOTALES DE DIVERS ORDRES D UNE 
FONCTION DE PLUSIEURS VARIABLES INDEPENDANTES. 


110. Soit u une fonction de trois variables indépen- 
dantes .c, y, z, et proposons-nous d’en calculer les diffé- 
rentielles totales du, d’u, d*u, etc. 

‘La différentielle premiére est 


du du du 
= — - — — dz. 
du qn OF ro ar Z 
On aura la différentielle totale de du ou la différen- 
tielle totale et du second ordre de u, en prenant la diffé- 
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rentielle totale de chaque terme de du, ce qui donne, en 


observant que —— d*u dea t 
1° Gydz dxdy’ °°" 
d?u dtu du 
_—— d a nano 
(= * + Tady "+ dade as) de 


au d7 1. au 
__d —_ _ 
+ (+ dy 7 dy? y+ dy dz as) ay 


d’u d?u au 
—— —~——— — d 
+ aa da dy dz ay + dz? as) *9 
ou 
d?u du 


du 
——- 2 —___, 2 
ie o+ oe aye a gta 








d?u = dxdy 


* 
- 


du d*u 
— —— dy dz. 
+ as OT Te 


On voit que d*u peut se former en élevant au carré la 
différentielle premiére “ dx +- = dy +- = dz, pourvu 
qu’au numérateur de chaque terme du carré développé 
on remplace du’ par d*u. Avec cette convention, on écrit 
la formule symbolique 


du du du (2) 
3 — | — 
tu (Eder ats as). 


On aura de méme en général 


d"u= (= dz + Tay + ot ae i 
l’exposant entre parenthéses indiquant qu'il s’agit d’une 
formule symbolique, c’est-a-dire d’une expression dans 
laquelle il faudra remplacer du” par d"u aprés le déve- 
loppement. 

On démontre la généralité de cette formule en prou- 
vant que, si elle est vraie pour un certain indice 7, elle 
est encore vraie pour l’indice n -+-1. 

En effet, un terme quelconque du dévcloppement 
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symbolique de d"u est de la forme 


(1) dut dP dy4 dz’, 
dxP dyt der “FO 
ou 
Pt qatr=—n, 
ct 


1.2.3...2 
Zoe PR1.2... Gg RID. P 


Le terme correspondant de d"u est 


au 


A P IT d r. 
(2) dat dy tdan dy dz 


On aura d"t'u en prenant la différentielle totale de 
chaque terme de du. Or la différentielle totale du 
terme (2) peuls’obtenir en multipliant sa valeur symbo- 
lique (1) par l’expression 

(3) = at pot ody + Fd 

pourvu qu’aprés le développement du produit on change 
du"*' en d*+!u. Donc la différentielle totale de d"u ou 
d"*'y s’obtiendra en multipliant par l’expression (3) la 
valeur symbolique de d"u qui, par hypothése, est la 
puissance 7*"* de Ja méme expression. On aura donc 
aussi la formule symbolique 


du du ae (n-Ft) 
a+ = ax —_ 3 e 
d™*a (3 Te + dy dy +s —ad ) 


DERIVEES PARTIELLES DES FONCTIONS IMPLICITES, 


414. Une équation f(x, y) =o entre deux variables x 
et y donne, comme on !’a vu, 


(a) dz dy dz”? 
Stcru. — 4n., I. q 
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don 
df 
dy dx 
dy 
On peut exprimer les dérivées suivantes cz , or 2 etC., 


par les dérivées partielles de divers ordres de f (x,y), car 
en différentiant par rapport 4 x l’équation («), dx étant 
regardée comme constante, on trouve 


d? af d d? df d? 
af +2— fF ay af a df d'y 
dx? dzdy dz dy* z dy dx? 





(P) 


= 0; 


. dy 
4 l’ i a . 
d’ou l’on tire Fai 





En différentiant de nouveau, on obtiendra successi- 
a’y d‘y 
vement 7 5 me 


112. Si Pon a une seule équation entre trois variables 
(1) T(x, Ys z)=0, 


deux quelconques d’entre elles x et y sont indépendantes, 
et la troisieme z est une fonction déterminée de celles-ci. 
On trouve les dérivées successives de z de la maniére 
suivante. 

En différentiant |’équation (1) par rapport a x, dont z 
est une fonction, om a 


(2) dz de dz °? 
>A ’ ° dz A 
d’ou l’on tire = On a de méme 


af df dz 
(3) dy + os dy 


, . ‘ dz 
équation qui donne la valeur de ey 
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En différentiant ]’équation (2) par rapport 4x, on aura 


df arf dz arf 2 af az 
dzi  * dads de * de (=) dz dx* 





dz 
7-4 bp e 
d’ou l'on tire a 
En différentiant l’équation (2) par rapport 4 y ou |’é- 
quation (3) par rapport a x, on trouve également 


dif a°f dz af dz ad°*f dz dz df d% 


dady | dyds’ dz dxdz “dy da dz dy de’ dzdy =O 





> 9 had d 
d’ou l’on déduira ledy 
Enfin, en différentiant l’équation (3) par rapport ay, 
on aura 


dif df dz 2 (E =) 4 Fe 
ay 





dy? +2 dydz dy dz? dz dy’ —=% 


, ; . ,.. az ; 

équation qui fera connaitre rr On trouverait de méme 
d*z dz 
da’ dzidy’ 


413. Par exemple, |’équation de la sphére 


e+ yt+2—a’?—o 











donne 
dz dz 
r+za =9,; TPT = % 
dz dz dz\? dz 
I-+ (=) 27 I+ (F) 3 po 

dz dz dz 

daz dy * ady 9? 
d’ou l'on tire 

dz «x d—_— y 

dz 3 dy 3% 
d?z Bae de ¥?+2? dz =r 
dxi———<iSSCt” dt ””—‘<iSC“‘“(::*‘C 
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EXERCICES. 


4. w=are sin 4 [a=% du = oe eer xdy). 


2. u=2”, du=y” (iylede-+ Sled + Z). 


3. u, ¢, 2 tant des fonctions d’un nombre quelconque de varia- 


bles, un a 
d.uvz = vzdu +- uzdv +- urdz, 


la lettre d désignant une différentielle totale. 
4. Démontrer les formules 


d@*.uvz—ud’.vz—od" .uz— 2d" .uv-+-ozd".u-uzd?.o+-urd’.z= 0, 
& .u0z—ud? .oz—vd? uz—2zd*, uv-v2zd* .u--uzd®. »-t+-uod®.z= 6dudedz. 


3. ueto étant des fonctions d’un nombre quelconque de varia- — 
bles, on a, pour ih < m, 


m(m—1 


(d*.ug™)* — m(ed'.ugr')h + — — 
=F m(g"'d!. ug) (g"d'. w)* =0(*). 


) (q? d'.ug" — 





(*) Voir, pour cette formule et d’autres analogues, mon Memoire sur 
quelques formules générales @’analyse (LiovvitiE, t. XXI, p. 321). P. 
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HUITIEME LECON. 
APPLICATIONS ANALYTIQUES DU CALCUL DIFFERENTIEL. 


DEVELOPPEMENT EN SERIE DES FONCTIONS D'UNE 
SEULE VARIABLE. 


Démonstration de la série de Taylor. — Remarque sur l’emploi de cette 
formule. — Autres formes du reste. — Série de Maclaurin. — Remar- 
ques sur la série de Maclaurin. — Seconde démonstration de la série de 
Taylor 


DEMONSTRATION DE LA SERIE DE TAYLOR. 


4414. On avu, dans |’ _Algébre élémentaire, que si \’on 
change x en x-+-h dans une fonction entiére de la 
variable x, désignée par f(x), on peut développer 
f(x-+h) en une suite de termes ordonnés suivant les 
puissances entiéres et positives de l’accroissement fh, et 
qu’on a la formule 

h? 
f (e+h) =f (2) + If" (2) +S" (2) +... 
hh 


+ 1.2.3...2 





f" (a) +..., 


f' (x), f" (x), etc., étant les fonctions dérivées succes- 
sives de f(x). Cette suite se termine d’elle-méme et con- 
tient m -+-1 termes, quand f (2) est une fonction entiére 
dont le degré est m; car sa fonction dérivée de l’ordre m 
est une quantité constante, et les dérivées des ordreé 
supérieurs 4 m sont nulles. 

Nous allons voir comment la formule précédente peut 
s’étendre a une fonction quelconque f (x) d’une va- 
riable x. 

Représentons par R le reste qu’on obtient en retran- 
chant de f (x + h) la somme des n +-1 premiers termes 
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de la série 
F(a) + hf'(2) + — fi (2) 4. +> 


(n) —+-... 
eer * ? 


qui a un nombre indé(ini de termes, quand f (x) n’est 
plus une fonction entiére; on aura 


(R=f(2+ 4) —f(2)—" (2)— Ss" (2)— 
"| jn _ f(a ) 


«442.3... 


Faisons x-+-h=2,d’ou résulte h=z 7 et nous aurons 


x) 
R=f(z) —f(z) _(2—2)f"(2)— Cae? pe) 
(2) ( 
Z2— xr) 
— AEF! rin) (x), 
1.2.3.. at (=) | 
R dépend, comme on voit, de x, de z et de n. 

Comme x et z sont deux quantités indéterminées et 
indépendantes l'une de l’autre, on peut faire varier x 
en laissant z constant et prendre la différentielle ou la 
dérivée de R par rapport a la variable x. On aura 


dR (z— 2x)? 


=f (2)—(2— 2) f" (2) — E— grey 
$f (2) +(2— 2) f" (2) + EO pray... 
+ ao" ") (2). 


Tous les termes du second membre se détruisent, excepté 
le (n +-1)'*"*, de sorte qu’on a simplement 

dR (z— ex)" 

— — — SE Of (n+l) 
(3) - fer) (2), 


1.2.3. 
Cette formule va nous servir a déterminer deux limites 
entre lesquelles le reste R sera compris. 
Si l’on remplace f “"*) (x), dans le second membre, 





HUITIEME LEGON. 103 


par une constante arbitraire C, on aura 


d (z—ax)r+! c— (2—z)" 4 
dz 1.2.3...R(N+1) — 1.2.3...R 


En retranchant cette équation de la précédente, on trouve 


4) Ze [— pezcpry |S ra dea (OF 


1.2.3...(¢-+1) | 1.2.3.002 
équation qui a lieu quelles que soient x et z. 


415. Supposons 4 présent x moindre que z ou I’ac- 
croissement h positif (puisque h—=z—<z) et admettons 
qu’en faisant croitre x depuis une valeur quelconque 
plus petite que z jusqu’a la valeur’z, la fonction ft") (x) 
reste finie et continue, ou, en d’autres termes, varie par 
degrés insensibles. Désignons par M la plus grande et 
par m la plus petite des valeurs que prendra cette fonc- 
tion. En remplacant C par M dans |’équation ci-dessus, 
le second membre sera positif ou du moins ne sera jamais 
négatif pour les valeurs de x croissantes jusqu’a z (*). 
Ainsi l’on aura 


d (2— xjrt'! 
—|R— —"! eM | So. 
dx R 1.2.3...(2 +1) |>e 





Donc, tandis que x croit jusqu’a z, la fonction 
(z __ a\r+! 


a3... (a rhe 





croit aussi continuellement, puisque sa dérivée reste po- 
sitive (ou plut6t ne devient pas négative). Mais cette 

(z—2 yt 
1.2.3...(2 +1) 
vient égale a z [ car alors le reste R est nul, formule (2)]._ 
Donc elle est négative pour les valeurs de x moindres 
que Z, et par conséquent on a 


(2 — a)" 


1.2 3...(2 +1) 


fonction R — M est nulle quand x de- 


R< M. 


en tea ees 


(*) Ce second membre pourra étre nul pour une valeur particuliére de z. 
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Si dans la méme équation (4) on remplace C par m, qui 
est la plus petite valeur de f("t") (x), il vient 


i|®- yas "| <> 


Donc, en faisant croitre x depuis une valeur quelconque 
(2— x)! 
puisque sa dérivée est négative; et comme cette fonction 
s’annule quand x atteint la valeur z [ formule (2) ], elle 

doit étre positive pour les valeurs de x << z. Ona done 


jusqu’a Z, la fonction R — m décroit 
jyusq ’ ’ 


_(- — =) 


(a1). 


R > > 
Voila deux limites de R. 


116. Supposons maintenant x plus grand que z ou 
h négatif, et désignons toujours par M et m la plus 
grande et la plus petite valeur que prendra f(t") (x), si 
l’on fait croitre x depuis la valeur z jusqu’a une autre 
valeur quelconque plus grande que z. En remplacant la 
constante C tour a tour par M et m dans I’équation (4), 
on aura, si le nombre 7 est pair, 


d (2 — a)**' 

dz|*— {1a.300(a 1) | >% 
d (z— xr)rt! * 

dx R— 3.3.0.2 +1) m|Ko. 


Donc, en faisant croitre x depuis z jusqu’a une valeur 
(z — xyert 
1.2.3...(2+1) 
d’abord nulle pour x = z, croit en méme temps que 2, 

ct par conséquent est positive. On a done 


quelconque, la fonction R — 


M » qui est 


(z— x jet 
A> 1.2.ase (ae 
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et l'on trouve de mémwe 


z— z)rt! 
R< ed. (a+1). 

Si 2 est un nombre impair, on trouvera les mémes 
limites de R, mais prises dans l’ordre inverse, et par 
conséquent les deux inégalités seront les mémes que dans 
le cas ou x était moindre que z. 

On remarquera qu’en supposant la quantité x plus 
grande que 2, le facteur (z — x)"*"' est négatif ou positif, 
selon que 7 est pair ou impair. 


117. Il résulte de ce qui précéde qu’on a, dans tous 


les cas, 
n——2 a2 kg, 
1.2.3...(2+1) 
en désignant par K une quantité comprise entre M et m. 
Donnons maintenant a x une valeur fixe arbitraire, et 
désignons par x’ une variable qui reste comprise entre 
les deux valeurs déterminées x et z ou cet x+h. La 
fonction f ("+") (x’), qui, par hypothése, reste finie et con- 
tinue quand x’ varie depuis x jusqu’a x -+h, passera 
successivement par tous les états de grandeur intermé- 
diaires entre sa plus grande et sa plus petite valeur, entre 
M et m; elle deviendra donc égale a la quantité K, qui 
tombe entre M et m, pour une certaine valeur de la va- 
riable x’ comprise entre les valeurs extrémes x et x + h. 
On peut représenter cette valeur de x’ par xr+-6h, 
6 étant un nombre positif plus petit que l’unité et d’ail- 
leurs inconnu, de sorte qu’on aura 


SO) (e+ 6h) = KK. 


L’expression précédente de R deviendra donc 


Ar! 
— — COf (r-+1:) f ° 
(5) R r.2.3.. (nt) (e+ 04)5 


en l’égalant 4 son expression primitive (1), on aura enfin 
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la formule de T aylor 


f (e+ hb) = f(x) + Af" (2) +f" (2) +. 
(6) he - 
+ aaa” (*) + aaa 


1.2.3.. 

la quantité h est a volonté positive ou négative. 

Cette formule a lieu pour toutes les valeurs de x et de 
x +h comprises entre deux limites a et 5 (a@ étant 
<< ou > 5), pourvu que f'*t") (x) reste finie et continue 
pour toutes les valeurs de x comprises entre a et 5, et 
qu’en outre chacune des fonctions f(x), f’(x),..., f'™ (x) 
ait une valeur finie et déterminée pour x. Ces fonctions 
resteront alors finies et continues, comme f"t' (x), pour 
toutes les valeurs de x depuis @ jusqu’a 5. En effet, une 
fonction reste finie et continue dans un certain intervalle 
quand sa dérivée n’a que des valeurs finies, car la formule 


Se) (e+ Oh); 


g(a + Ar)— g(x J=[e'(z )+a] jaz 


fait voir que 9(x) varie par degrés sconsibes en méme 
temps que xr, si 9’(x) est toujours finie. 

Les fonctions dérivées d’ordre supérieur 4 7 +1 ne 
sont assujetties 4 aucune condition. 


AUTRES FORMES DU RESTE. 


418. Si lon sait seulement que la fonction f™ (x’) est 
finie et continue quand x’ varie depuis x jusqu’a x +h, 
et qu'on n’ait pas la méme certitude pour f(t") (x’), on 
peut écrire 


Ff (2+ h) =f (2) + bf! (2) +...+ — —_ eat” (z) 


An 


gta) . 
ee (7+ Oh) 





(x), ona 
J(ez+h)=f(x)+hf' (x)+.. vt pin 
(7) A 


1.2.3. s 


- [Ff (2+ 0h) —F (2); 
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Le reste R, qu'il faut ajouter 4 la somme des n +-1 pre- 
miers termes de la série indéfinie 


i A® 
f ’ gf ——______ fx (n) 
(x) + Af! (2) + —>4 (2)... Sst at (x) +- 
pour avoir la valeur exacte de f(x-+-h), prend donc cette 
nouvelle forme : 
A" 


(8) R= a [Ff (@ + 94) —F™ (2)). 


Le nombre 6, plus petit que l’unité, qui entre dans les 
formules (7) et (8), n’a pas la méme valeur que dans la 
formule (6). 

La formule (7) suppose que f) (x’) reste finie et con- 
tinue pour toutes les valeurs de la variable x’, depuis x 
jusqu’a x + fh; elle n’exige aucune condition relative aux 
dérivées d’un ordre supérieur 4 7. Celles-ci pourraient 
devenir infinies ou discontinues pour des valeurs de x’ 
comprises entre x et x-+ A, sans que la formule cessat 
d’étre exacte. Ainsi, en donnant a x une valeur particu- 
liére, ce développement (7) de f(x--/) peut étre exact 
quand on l'arréte 4 un certain terme, et devenir inexact 
si l’on voulait le pousser au dela. 

Supposons, par exemple, qu’on ait 


f(z) = (2) + (2 — a} $(2), 
p étant un exposant positif fractionnaire ou incommen- 
‘ surable compris entre les entiers 7 et n-+-1. Les dérivées 
de f(x) seront finies et continues pour x = a jusqu’a 
f) (x) inclusivement, en supposant que les dérivées de 
g(x) etde }(x) le soient; mais au dela elles deviendront 
infinies pour x = a. Le Téveloppement de J (a +h) ne 


(2) 


tout au plus, et on le complétera en lui sjoutant le reste 


Ae 
Todt LO (a + 94) —F (2)]s 





qui est une fonction continue de /. 
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119. Le reste R de la série de Taylor peut encore étre 
mis sous une autre forme, qui est utile dans certains cas. 

En désignant par 9(x) une fonction quelconque de x, 
on a, d’aprés la formule (6), 


p(x +h) = 9(2) + he! (x + 04), 
ou, en remettant z—-< a la place deh, 
p(2) = 9(x) + (2—2)q' [x + 0(z— 2)]5 
mais si 9(x) représente le reste R, on a 


— (z— 2) 


f(t) (x), 


e(z)=0 et eo) = Tae 


[formule (3) ], de sorte que l’équation précédente devient 


2—x— (3 —az)}" 
fs) 0 Raton SEEM pets 
ou 
Ant! 1—9\" 
(9) pa NO pet (e+ 0h)5 


9 est toujours un nombre positif plus petit que l’unité, 
dont la valeur n’est pas la méme que dans les formules (6) 


et (7). 


REMARQUE SUR LA SERIE DE TAYLOR. 


120. Si lon arréte la série de Taylor 4 un terme quel- 


conque - f(x) qui ne soil pas nul, on pourra 


in 
toujours prendre la quantité A assez petite pour que ce 
terme surpasse en valeur absolue /e reste qu il faudrait 
ajouter 4 la somme 

h 


fa) ele ep 








afin d’avoir la'valeur exacte de f(x +h). 
En effet, si l’on prend Ja seconde forme du reste (8), 
pour que le terme qui contient h” surpasse le reste corres- 
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pondant, il faut qu’on ait (en ne considérant que Ja valeur 
absolue de chaque facteur) 

h* he 
f(z) > —— [f (2+ 0h) —F (2)] 


1.2 


ov simplement 
Sf) (2) > f(x + 0h) —FO(2). 


Cette condition sera toujours remplie, en prenant h 
suffisamment petit, si f) (x) n’est pas zéro et si f() (x’) 
reste finie et continue pour toutes les valeurs de 2’ 
comprises entre x et x +h, puisqu’alors la différence 
f'™ (2+ 6h) —f") (x) tend vers zéro en méme temps 
que h. 

On voit méme que le rapport du reste R au terme en h" 
ou l’on arréte Ja série tend vers zéro 4 mesure que h 
diminue. 


SERIE DE MACLAURIN. 
121. Si Pon fait x = o dans Jes équations (6), (7) et 
dans celle qu’on obtiendrait en substituant l’expression (9) 


de R, et qu’on remplace ensuite la lettre h par la lettre x, 
on obtiendra les formules 


f(x) =F(0) + af (0) + = f"(0) +... 





+ eal Olt aa pena) 
fz) =f(0) + 2f (0) + =F"(0) + 
(10) . 
+ f™(0)-+ —f(o)], 
f(x) =f(0) + 2f'(0) + py + 
+ —— - f00(0) + oe fo (02). 


| 1.2.3.. 2.3.. 
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On développe ainsi une fonction quelconque de x en 
une suite de termes ordonnés suivant les puissances en- 
tiéres et ascendantes de x, pourvu que la fonction dérivée 
de lordre n -+-1 ou celle de l’ordre n de f(x ) reste finie 
et continue pour les valeurs de la variable x’ comprises 
entre 0 et x. 

Si, lorsque m croit indéfiniment, l’une des expressions 


grt! 
1.2.3.. (2 +1) 


FON (O22), [F™ (8x) — f"(o)] 


aun in 
ou 


Dm els 
Sf (+1) 
1.2 3. nt (82) 


tend vers o, du moins lorsque x est au-dessous d’une 
certaine limite, la série 


f(0) + af! (0) + — ~ f"(0 ) + 





ze _ gn 
Tea (0) -+.. 


indéfiniment orolongée sera convergente, et, en outre, 
aura pour somme f (x). On a donc 


f (2) =f (0) + 2f'(0) + = 





Cette derniére formule est celle de Maclaurin. Si 
elle était démontrée avant la formule de Taylor, on 
pourrait en déduire celle-ci, en considérant f (x + fh) 
comme une fonction de h a développer suivant les puis- 
sances de A par l’une des formules (10). 


REMARQUES SUR LA FORMULE DE MACLAURIN. 


122. La fonction f(x) ne peut pas étre développée sui- 
vant les puissances de x par Ja formule de Maclaurin, 
quand cette fonction ou l'une de ses dérivées devient in- 
finie ou discontinue pour x = o. Mais on peut alors la 
développer suivant les puissances de x — a, en changeant 
dans la formule de Taylor (6) x en a et h en x — a, ce 
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qui donne 


f(2)=f(a) + (2— a) f’ (a) 
(2 (2—ay 


—a) u" ) n 
(11) rT f (4) ree Toa 7” (a) 


(2 —a)*'! 


+ 1.2.3...(a+1) 


FO [a + 6(2 —a)]. 
La seule condition 4 laquelle la valeur a soit assujettie est 
que f ("+") (x’) reste finie et continue pour toutes les va- 
leurs de x’ depuis a jusqu'a x; la série sera d’autant plus 
convergente que la différence x — a sera plus petite. 
123. La fonction f (x) ne peut étre développée en une 
série convergente procédant suivant les puissances en- 
tiéres et ascendantes de x autrement que par la formule 
de Maclaurin; car supposons cet autre développement en 
série convergente, 


J (24) = A+ Be + C2? + D2'+..., 


on en conclut 
o) 


[A—F(o)]+[B—s/(o)}2+[e— 2) [ar +...=o. 


En faisant x =o, l’égalité précédente se réduira a 
A = f(o). Divisant par x et faisant de nouveau x = 0, 
tf" (o) 
—._ 3 


on aura B = f’(o). On obtiendra de méme C = — 


et ainsi de suite. 
De méme la formule de Taylor donne le seul dévelop- - 


pement possible de f(x -+ h) suivant les puissances en- 
tiéres de h. 


124. Il ne faut pas croire que Ja série indéfinie de 
Maclaurin, quand elle est convergente, ait toujours pour 
somme f (x); lasomme de ses termes peut converger vers 
une limite différente de f(x). Par exemple, la fonc- 

1: 
tion e ** devient nulle ainsi que toutes ses dérivées 
pour x2 = 0; tous les termes de la série de Maclaurin 
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appliquée 4 cette fonction sont donc nuls, et cependant 
Ja fonction n’est pas nulle. Si » (x) est une fonction dé- 
veloppable par la formule de Maclaurin, et qu’on. pose 


f(x)=9(z)+e *, 

la fonction f (x), développée par la méme formule, don- 
nera lieu 4 une série convergente, mais qui aura pour 
somme 9 (x) et non pas la fonction développée f (x). 

L’égalité d'une fonction f(x) a4 la série de Maclaurin 
prolongée a l’infini n’a lieu que dans le cas ou le reste 
qu'il faut ajouter a la somme d'un nombre quelconque de 
termes de cette série, pour avoir la valeur exacte de f (x), 
devient plus petit que toute quantilté donnée quand le 
nombre des termes croit jusqu’a l’infini. 

Les mémes remarques s’appliquent a la sériede Taylor. 


AUTRE DEMONSTRATION DE LA SERIE DE TAYLOR. 


425. Soient m la plus petite et M Ja plus grande va- | 
leur de f+") (x), lorsque x croit depuis x» jusqu’a X. 
Si a + A est une quantité comprise entre x, et X, on aura 

f+) (a +h) —m>o. 


Mais le premier membre de cette inégalité est la dérivée 
par rapport ah de la fonction 


FI) (a +h) —f™ (a)— hm; 


donc cette fonction croit avec h, et comme elle est nulle 
pour # = 0, on aura pour kh >o 


J (a+h)—f (a) —hm>o. 


Maintenant le premier membre de cette nouvelle iné- 
galité est la dérivée par rapport 4 h de la fonction 
him ; 


SO) (a + h) —f (a) -- Hf ™ (a) — —}; 


1.2 
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donc cette derniére fonction est croissante avec a, et 
comme elle s’annule en méme temps que fh, on aura pour 


h>o 
FOV(a-+h) — f(a) — AF (a) — 22> 0, 
On aura de méme ° 
hm 


fe) (a + h)\—f 0-9) (a)—hf 0-0 (a) — ~s (™(a)— 3 >% 


him 


f-) (a + h) —f 4) (a) —Af 9) (a) —...— 1203.47 9 


et enfin 


f (a+ h)—f(a)— Wf"(a) — =f" (a)—... 





(1) AP [r+ 
1.2 at OND Tay OO 


On trouvera de méme 


f(a-+h) — F(a) — af! (a) ———F" (a) —... 





(2) hn Artt 
Tee vat (a) — 1.2...(2-+1) M <0. 


On conclut de ces deux inégalités 


f(a-+h)=S(a) + 4f'(a)+ “ f"(a) ten. 
A" 
1.2.9.2 


-+- 





fF) (a) +R; 


Art 


R est une quantité comprise entre : t 


2...(2-+1) me 
Arr 


Tacea(a cea) Mi par conséquent on peut (117) la repré- 


Artt 


senter par 1.2...("-+1) f (etn (a + 6h), $1 Sf or) (x) 


reste finie et continue pour toutes les valeurs de x com- 
STURM. -_ An., I. 8 
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' prises entre x, et X. On aura donc 


F (a+b) = f(a) +f! (a)+“f" (a) +... 


prt 


Tagen ett 


AP 
+ ae F ™ (a) + 
ce qui est bien la formule de Taylor, accompagnée de son 
terme complémentaire. 
On a supposé jusqu’ici l’accroissement A positif. Lors- 
que cet accroissement est négatif, il n’y a de changé dans 
la démonstration précédente que le sens des inégalités 


(1) et (2). 
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NEUVIEME LECON. 
APPLICATIONS DE LA SERIE DE MACLAURIN. 


Développement des fonctions exponentielles. — Développement de sin 2 
et de cosz. — Formule du binédme pour un exposant quelconque. — 
Développement de log (1 + x). — Formules pour le calcul des loga- 
rithmes. — Des logarithmes considérés comme limites de fonctions 
algébriques. 


——— eee = woe 


DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS EXPONENTIELLES. 


126. Soit d’abord 
St (x) = e*. 


Les fonctions dérivées sont toutes égales a e*, et l’on a 


f(0)=1, f'(0o)=1,..., fr (Or) =e"; 





dou 
© x? x x 
ef i+ —- + + +... tb — 
1 1.2 1.2.3 1.2.3...” 


git ef z 


+ 1.2.3...("+1)_ 


1.2.3...(@ +1) 
n augmente, quel que soit x, car on peut écrire 


rt x2xr x x En 
ne Tm ee 8 8 ee —_— C) ee@e- e 
1.2.3...(a+1) 12 i i+r1it2 n+1 


Le reste tend vers zéro 4 mesure que 











Si lon prend un nombre déterminé k <1, on arrivera 
& 





nécessairement a un facteur a <_ k; comme les fac- 
m& 
Po PY oy 


e e PY 
urs yont en décroissant, le produit ———-———- -» 
te sue Pp i+1i+t2 n+1 


sera plus petit qu’une puissance de k marquée par le 
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nombre de ces facteurs, c’est-a-dire plus petit que A"t'!—, 
et par conséquent aussi petit qu’on voudra, en prenant 7 





2 . 
assez grand; donc le produit aot »et par suite 


R+I 

1 grt Gx . 

e reste ——__—_—_. (puisque e 
1.2.3...(2 +1) (puisg 

venir plus petit que toute quantité donnée; J’ou l’on 

2 


°* reste fini), peut de- 





pe a 
conclut que la série 1 + — +> +... est convergente, 


1.2 
et qu'elle a pour somme e’. 


127. On tire de 1a le développement de a*. En effet, si 
lon observe que a = e!*, d’ou a* = e*'*, on obtient, en 
changeant, dans le développement de e*, x en la, et en 


remplagant eftla par a’™, 
tla 2z(lay  2#(la\ x" (la)* 
a*=I+ —- TT eo eee ee 
I 1.2 1.2.3 1.2...” 
nti (la jP+! Ox: 


1.2.3...(2-+1)- ’ 


résultat qu’on aurait pu obtenir directement. 


DEVELOPPEMENT DE SINnX ET DE COS2. 
128. Soit 
J (2) =sinz, 
on aura, en appelant nun nombre pair quelconque, 
f' (x2) = cosz, Jf" (2)=—sinz, f"(«r)=— cose, 
F(z) =sinz,..., f(x) = Tsinz, fr (2)= = cosz; 
d’ou 
f (0) =0, F'(o)=1, ff" (oj=0, f"(o)= —Tyeeey 
FM (o)=0, fr) (6x) == cos (02). 


Il faudra prendre + cos (9x) ou — cos (9x), suivant 
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que n +-1 sera dela forme 4p +1 ou 4p + 3. On aura 
done 
xz z* 
12.3 1.2.3.4.5_ 
gn nti 


— 4) . 
1.2...(2-+1) Trae [w any O84 7) 


sin zz — 


Comme cos(#x) est moindre que l'unité et qu’on 
peut toujours prendre 7 assez grand (n° 126) pour que 
get 
1.2...(2 +1) 
née, la série 


devienne plus petit que toute quantité don- 


x yg 
12.3 1.2.3.4.5 °° 


est convergente quel que soit x et a pour somme sin x. 
rd e id 
Lorsque I’on aura x> >? le signe de cos (6x) dépendra 


de la valeur de 6, et ]’on ne pourra pas, en général, sa- 
9 ? ? 

voir Je sens de |’erreur commise, lorsqu’on s’arrétera a 

un terme d'un rang déterminé. Mais si, comme il arrive 


e e ny « ee 
ordinairement, x est < =? cos (6.x) sera toujours positif, 


et erreur commise sera alternativement en plus ou en 
moins. 


129. Soit maintenant 
SJ (x)= cosz; 
on aura, en appelant 7 un nombre impair quelconque, - 
J’ (z)=—sinz, f"(x) = —cosz, 
J” (x) =sinz, J'*(z)=cosz,..., 
JM (2)= sing, flr (92) == cos(6z)5 


s 


x x‘ 
ra 1.2.3.4 °°" 
rt ati 


10a.3...(8—=1) © 1.8.3.0 0(a 1) O89) 
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d’aprés ce que l’on a déja démontré (126), on peut donc 
écrire, quel que soit x, 


x xi x 
COS == I — —— + —— > —- —— > et 
: 1.2 1.2.3.4 1.2.3.4.5.6 


FORMULE DU BINOME POUR UN EXPOSANT QUELCONQUE. 


130. Proposons-nous de développer (a -+- 6)", m étant 


b 
quelconque. On a, en posant - = 2, 


(a+ b)*"=[a(1-+ 2)" = a™(1+ x)". 


La question étant ramenée a développer (1-+ x)”, 
soit 
F(x)= (r+ oy 
on aura 
f'(z)=m(t+ay, f"(2)—m(m—1) (1+ 2)... 
f(") (2) = m(m—1)...(m—n+1) (1+ 2)", 
f+) (0.2) = m(m —1)...(m— 2) (1+ Ox)""'."..., 


et, par suite, 


i 


(1c) tema + MIM) 
1.2 
m(m—1)...(m—n-+1) 
1.2.3...” 
m(m—t)...(m—n) 
1.2.3,..(2 +1) 


a 


“+ atl (ye Ox)ym—r— , 

131. Supposons d’abord que l’on ait x >1, en valeur 

absolue; je dis que, dans ce cas, la série sera diver. 

gente. En effet, on a pour l’expression de deux termes 
consécutifs : 

m(m—t)...(m—p+1 

p+ wae | at 

m(m—1)...(m—p+2) 

1.2.3...(p —1) 





Up = 
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u m I 
up P 
Comme ce rapport, 4 mesure que p augmente, tend 
vers — x, et que x est plus grande que 1, il s’ensuit que 
la série est divergente. 


par suite, 





. 


132. Quand au contraire x est moindre que 1, en 
valeur absolue, la série est convergente et a pour somme 
(t+ 2)". 

Supposons d'abord zx positive, on aura 
m(m—1)...(m—2n) x! ( I — 


R= 1.2.3...(2 +1) I+ O24 


Le premier facteur peut se mettre sous la forme 


m(m—1)...(m—i+1) ai 








1.2.3-.08 
m—t m—-i—Ir m—n 
x< . \ i el 2 zie 
(7 i+ 2 R-+1 


Les facteurs de Ja derniére ligne convergent vers — x en 
prenant z assez grand, et si k est un nombre positif moindre 
que 1, mais plus grand que x, on peut supposer Z assez 
grand pour que chacun de ces facteurs soit moindre que k, 
abstraction faite du signe. Leur produit sera donc moin- 
dre que k"t'~‘, et par conséquent aussi petit qu on voudra, 
siz croit. Donc le produit total m(m — 1). + (™— 2) pnts 

1.2.3...(r +1) 


sera aussi petit qu'on voudra en faisant croitre 7 





n-Fi— 3 
Quant au facteur ( » comme son exposant 


1+ 62 
finit par étre positif, il tend aussi vers 0, 4 moins toutefois 
que 6, qui dépend de 7, ne s’approche aussi indéfiniment 
de o. Mais, dans tous les cas, ce facteur reste moindre 
que lunité. Par conséquent, le reste R_ tend vers o, 
quand 7 croit. Donc la série représente (1-+-2x)” pour 
toute valeur positive de x plus petite que 1. Comme 
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d’ailleurs le reste change de signe quand mn augmente 


d'une unité, les sommes successives de la série seront 
alternativement plus petites et plus grandes que (1 +-x)". 
133. Si la valeur de x est négative, rien ne prouve 

I at+\i—m . , . 
que le facteur (tes) ne croitra pas indéfiniment, 
et méme il devra croitre, 4 moins que 6 ne tende vers o. 


Il faut alors recourir a la seconde forme du reste (418), 


R= m(m —1).+-(m—n) —1)-+-(m =n) Pt! (y— O)"(1 + Ox)™—*—'; 





1.2.3...” 
on a donc, en valeur absolue, si l’on pose x = — z, 
__ m(m—t)...(m—n) n+ , (Et Ozim—' 
R= 1.2.3...” aee(r— 0) (1— 6z)" ” 
ou . 
__m(m—t)...(m—n)_, f1—O\" _ mt 
Rae (Tye) s(t 9 


Le premier facteur tend encore vers 0, quand 7 aug- 
mente (132). 
Ii—_ 


; ) 1—6 \* 
D’un autre cété, comme on a — <I, (a) 





J — 

peut devenir plus petit que toute quantité déterminée, a 
moins que 6 ne tende vers 0, et dans ce cas méme ce fac- 
teur est toujours plus petit que 1. 

D’ailleurs (1—6@z)""* est <1 sim—r est positit, 

I e ° ° 
et< Goa) si m —1 est négatif: c’est donc, dans tous 
les cas, une quantité finie. Donc R peut devenir moindre 
’ q Pp 

que toute quantité donnée, si nm est assez grand. 

En résumé, si x tombe entre —1 et +1, on a, quel 


que soit m, 


(ra)"=1-+ me + 2 m (m —1)(m— 2) 


1.2 1.2.3 DP ves 
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DEVELOPPEMENT vE log (1-+ x). 


134. Soit 
f(2)=l(1+2). 
(On ne cherche pas 4 développer Ix parce que 
x==o rend infinies cette fonction et ses dérivées.) 


On aura 
Pete, £()=—a(1+2)9, f@)=ra(rte)..., 
f) (w) = rE1.2...(2—1)(1 + 2)", 
f ®*) (62) =I 22.3.6 a(t + Oax)-*—', 
donc 
xm ort Foods Ae I 


] =e 4 ee Ep x ——___.- 
(t+ 2) x 2 +3 a nna (1b Ox) 


Le rapport d’un terme au précédent est en valeur ab- 


solue 





=; ©) et converge vers x quand p augmente. 


Donc (52) la série est divergente lorsque la valeur ab- 
solue de x est supérieure a 1. 

Supposons maintenant qu’on ait, en valeur absolue, 
2x moindre que 1. Dans ce cas la série est toujours con- 
vergente, et nous allons démontrer qu'elle a pour somme 
l(1+2). 

1° Soit d’abord x positive; on a 


I x n+i 
R= e 
ua-+i\li+Oxr 


est une fraction proprement dite; sa puissance 








xz 
1+ 6x 
(2 + 1)" pourra devenir plus petite que toute quantité 
donnée; et il en sera de méme de R, 4 fortiori. 

2° Soit maintenant x négative. Posons x = —z. On 
aura, abstraction faite du signe, 


R I git I zg f-t-t 
= Soe = rs | ) ; 
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Mais, sous cette forme, on ne voit pas que le reste 
tende vers 0; prenons donc I’autre forme de R (118), 


— n-+-1) — +i —_.. Q\"r — 
R= T3.d. nl (G2) = arri(1— 9) *S (re bx) 
on aura | 





z— 0z\" z 
R= (=F) “Toe 


Oz z—4z\" ° 
bp 2ST: Donc (== 3) » et par suite 


a= 
I— 


Or on a 











z— O@z\" Zz . ; 
(; __ sa) x< a Oz? peut devenir plus petat que toute 


quantité donnée. 


Ainsi, lorsque x tombe entre +1et—1, ona 
@ 
zw gf ot 
I l(1+24)=>a—-—+35-—ft.e- 
(1) (ite)=a-S4+ 5-9 


FORMULES POUR LE CALCUL DES LOGARITHMES. 


135. On tire de la série (1) des formules trés-commodes 
pour calculer les logarithmes népériens des nombres. 


h 
En posant x = rs ona 


l(1-+ a) =] (14 
d’ou 


(y+ A)—ly= 5 — = (=)'+3 (5) '-... 


Si h=1, on aura 
1 
ay? 3y° 


I 
y+ —lys 5 — a) 
formule qui donne 1(y-+-1) au moyen de ly, et d’une 
série qui est trés-convergente lorsque y est un nombre 
1rés-grand. 
Cependant on peut encore obtenir une série plus com- 
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mode. On a, en changeant x en — x dans la formule (1), 











(2) 1a) me eT 
done 
[+z za x 
M(t-+2)—Mr—2) =1 (S22) oa (24 z+et 
p I+ ae h . h 
osons =I+-}3 on en tire XY = ; >» et comme 
—— & JX | ay+h 
h 
on aura 


h I A 
(3) My +8) —ly=al + at. | 


Cette série donne le moyen de calculer 1.10. On 
fait dabord y=1,h=1, etl’ona 


la=o(- . + 
een CE a es 
puis 
I I 
1L4—al.a, LS=1g+a (24g +...) 
l.ro=1.2+1.5 = 2, 3025818, 
et, par suite, le module du systéme décimal 


I _ oO, 434294482 = log tab. e. 


li10 


436. Posons 


y= t—252? eb yth— x'— 252°+14h, 


ou 
y =a" (x2+5)(x—5), 


y+h= (2+ 4) (2—§) (2 +3) (2-3). 
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En substituant ces valeurs dans la formule (3), on a 


1(z-+-4) +] (2—4)+1 (2+3)-+1 (2—3)—2l2—l(4+4-5)— l(z—5) 
—> | 72 + I q2 3 
-_ zri— br? + 72 3 \act— 25 7? + q2 


5 \a'— 2527+ 72 n° 


Lorsque la valeur de x est trés-grande, le second mem- 
bre de cette égalité est trés-petit. En effet, si par exemple 


ee : 2 
x est supérieure & 1000, le terme ———?—— sera 
a'— 2527+ 72 
e 1 
plus petit que Tow? car ; 
72 2 2 I 2 
-— __ < 7 < 7. 


a§—25 274-92 ~ x" (z'—25) 10° (10'&— 25) 10" 25 


Les autres termes de la série seront beaucoup plus petits 
et décroitront méme trés-rapidement; par conséquent, 
si l’on avait x = 1000, ou un nombre supérieur, on pour- 


i e I 
rait, avec une erreur moindre que —— 9 poser 
’ 10'@ 


I(2 + 4) +1 (2—4) +1 (2+ 3) +1(2— 3) 
— 2la—l(z+5)—I(2#—5)=0, 


formule qui donnerait l'un quelconque de ces logarithmes 
lorsque les autres seraient connus. II est facile d’obtenir 
une multitude de formules de cette espéce. 


137. Lorsque deux nombres dépassent une certaine 
limite assez grande, telle que 10000, leur différence, 
pourvu qu'elle soit suffisamment petite, qu’elle ne sur- 
passe pas 1 par exemple, est sensiblement proportionnelle 
a la différence de leurs logarithmes. 

En effet, comme, ens’arrétant au premier terme, dans 
la série de Taylor, ona 
yo 


l(1+27)= 





i | 
I+ 6nr 
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. h 
on aura, si © = , 


h 
My + h)— ly = G3 


sih—=1, 
I 
Mr tly = sy 


donc 
Wy t+Ahy—ly  , r+! 


h 


l\(y+i1)—ly y+ oh 





Comme il n’entre ici que des rapports de logarithmes, 
on peut écrire, dans un systeme quelconque, 
log(y +4) — logy 5, y+ 
log(y +1)—logy y+6h 








puisque les logarithmes des mémes nombres, pris dans 
deux systémes différents, sont proportionnels (64). 


Or 








Pee eet gy cra 
de méme 
’ 
PS hw Syl 
Donc ’ 
It8 ite, 


14 e I e 
-w étant plus petit que 7} Par suite, 


log (y + 4) ~ ley _ pp tew) 
log (y + 1) — logy 
donc 
leg (x + 4)— log y = [log (y +1)— logy] 
+ wh [log(y +1) — logy]. 
Donc si |’on pose 


log( 7 +4)— logy = [log(y-+1)—logy]&, 
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erreur commise E sera 


wh[log (y +1) — log y] = wh loge [I (y +1) —1y], 


ou, ce qui revient au méme, 





I 
= oh loge 
et comme ona 
I * 
<a sue <; ’ loge <= ("), h<1, 
On aura 
I I I . 
By 2 108 sl y est > 100000. 


' 438. Réciproquement, on a 


__log(y+h)—logy a 


~~ Jog (y +1) — logy” 6” 


en négligeant la quantité hw < ; Si y est >> 10000, on 





Q I e e a 

a donc h a prés. Mais il y a une autre erreur a 
10000 

craindre, parce que a et 5 ne sont connus qu’a une unité 


b 9A I 
prés. Alors h ne peut étre obtenu qu’a Too Pres: 


DES LOGARITHMES CONSIDERES COMME LIMITES D’ EXPRESSIONS 
ALGEBRIQUES. 


139. Nous avons vu que e = lim (1+ \* quand p 


devient infiniment grand. On peut démontrer que 
. x\™ 
e* = lim (: + =) 
Mm 


(*) Les logarithmes étant pris dans le systéme vulgaire. 


nn a 
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quand m devient plus grand que toute quantité donnée. 
En effet, si l’on pose 
m 


m a\* 
P= 7 on a It” —e+a, 


a étant une quantité qui s évanouit quand m est infini. 
Donc 
m 


(: + =\"= (e-+ a@)*. 


Cette égalité a lieu quel que soit m; par suite, elle a encore 
lieu 4 Ja limite, quand « = o. Donc 


(1) e* = lim ( ++ =)". 


N“ 


On pourrait le démontrer directement, comme on a 
la e I m 
démontré que e = lim (« + =) ‘ 
m 
140. Si l’on pose 


e=y, dor’ rly, 
il s’ensuit que 
. ly\" 
xy =lim (: + =) ; 


par conséquent, 
° my e ly ° my 
lim “V7 = lim (1+) ou ly =lim [m (Vy —1)]- 


Il est d’ailleurs facile de le démontrer directement. 


Puisque | (1 -+ x) = — >» sil’on pose 


r+2= V7; d’ou a= Vy —1, 


"=e ere oe <r. 
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ona _ 
may ly Ved, 
WV) = = azo)? 
donc 
_ (r= 
0 (V7 —1) 


Or, si mest trés-grand, “Vy —1 est une fraction extré- 
mement petite, quia la limite devient 0; d’ou l’on déduit 
encore 


(2) ly =lim [ m (Vr — 1)] quand m=. 


Cette formule pourrait servir 4 trouver approximative- 
ment le logarithme népérien d'un nombre, du moins en 
théorie. Pour rendre le calcul praticable, il faudrait 


prendre pour m une puissance de 2, et alors ‘Vy s’obtien- 
drait par des extractions successives de racines carrées. 


144. La formule (2) conduit au développement de 
1 (1 + u) en série, car, si l’on pose 


© y=iI+A4, 
On aura 


m (UF —1)=m L(+ a)h—r], 


et si u est moindre que l’unité en valeur absolue, le se- 
cond membre, développé par la formule du binéme, 
donnera 


4. 


2. 


1 
e"* cosnx = 1-++-(a?+ 2")? cos ¢+— + (a?-+ 2) cos29- = 


3 
+ (a?-+ n*)? cos39q- Ta z + (a’?-+ n?)? cos 49 
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EXERCICES. 


5 
arc sinz = zo. ets, i a 3.5 


2.4 5 | 24.6 





a + 
.3 1.2.3.4 


Dans cet exemple 9 = arc tang — —+ On examinera les cas particu- 


liers: a=n=1; a= co0s0; n= sind; a= 


‘, 
2” 
3. (are sinz)? =3(= 42, v2.4, et 


n= 





3°4 3.5 


Stcnw. — An., }. 9 
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DIXIEME LECON. 
FORMULE DE MOIVRE ET SES CONSEQUENCES. 


Généralités sur les expressions imaginaires. — Formule de Moivre. — Dé- 
veloppement du sinus et du cosinus d’un multiple d’un arc suivant les 
puissances du sinus et du cosinus de cet arc. — Développement d’une 
puissance d’un sinus ou d’un cosinus suivant les sinus et Jes cosinus 
Jes multiples de ’are. — Théorie des exponentielles imaginaires. — 
Logarithmes imaginaires. 


—_——— ee 


GENERALITES SUR LES EXPRESSIONS IMAGINAIRES. 


142. La résolution des équations du second degré qui 
n’ont pas de racines réelles conduit 4 des expressions que 
Von nomme imaginaires, et qui sont de la forme 


a+b /—1. 


On a trouvé de grands avantages 4 les introduire dans le 
calcul, 4 les combiner par voie d’addition, de soustrac- 


tion, etc., en opérant comme si /—1 était un facteur 
réel dont le carré fat —1. On obtient pour résultat de 
nouvelles expressions imaginaires, et il est utile de re- 
connaitre les relations qui existent entre les quantités 
réelles comprises dans les expressions données et dans 
celles qui résultent de leur combinaison. 

Une équation qui contient des imaginaires est la repré- 
sentation symbolique de deux équations entre des quan- 
tités réelles. Ainsi, |’équation 7 


a+b mi mal + bya 


comprend les deux suivantes : 


143. Toute expression imaginaire a+ b ¥—1 peut 
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étre mise sous la forme r (cos t + V—1sint). Il faut et 
il suffit, pour cela, que l’on ait 








a . e 
r= Va'?+ 6?, cost= ————_ et sint = ————_-; 
ya? + 6? Va?+ 6 
on a aussi 
tang ¢ é 
an =e 
5 a 


La quantité r, que l’on prend toujours positive, est dite 
le module de l’expression imaginaire. Les valeurs de sin t 
et de cos ¢ font connaitre l’arc t ou l’'argument : on Je 
choisit ordinairement positif et plus petit que la circon- 
férence. 


FORMULE DE MOIVRE. 


144, Le produit (cosa + ¥—1sinx) multiplié par 
(cosy + ¥—1 sin y) a pour partie réelle 
coszcosy—sinzsiny ou cos(r+ 7), 
et pour coefficient de v—1, 
sinzcosy + sinycosx ou sin(z+ 7). 
Par conséquent, 


(cosxz + ¥—1sinx) (cosy + V—isiny) 
= cos(a# + 7) + ¥—1sin(x+,). 


On conclut de la, quel que soit le nombre des facteurs, 
(cos 2+ —rsin xt) (cos y+ /—isiny) (cosz + /—1sinz)... 
=cos(@-+y+2+...)+Y—isin(2+y+2-+...). 


En supposant x = y= 2=..., onen déduit, m dési- 
gnant un nombre entier et positif, 


(1)  (cosa+ /—1 sinz)"= cosmx + /—1 sin mz. 


9: 
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Cette formule, appelée formule de Moivre, est encore 
vraie lorsque m est un nombre fractionnaire, positif ou 
négatif. 


DEVELOPPEMENT DU SINUS ET DU COSINUS D'UN MULTIPLE 
DUN ARC SUIVANT LES PUISSANCES DU SINUS ET DU 
COSINUS DE CET ARC. 


145. Sil’on développe la formule (1) et que l’on égale, 
de part et d’autre, les parties réelles et les parties imagi- 
naires, il vient 





m(m—1) . 
COS ML = COS" x — — cos™—? x sin? & 

2 

(2) _ m(m—1)(m—2)(m—3) . 
cos”—‘ z sin‘! 2—... 
I 62.3.4 
et 
sin mx mcos"—' x sinz 

(3) m(m —1) (m— 2) 


cos" x sin? x +.... 
1.2.3 


On voit que cos mx et sin mx s'expriment en fonction 
rationnelle de sin x et de cos x. Dans tous les cas, cosmx 
peut s’exprimer en fonction rationnelle de cos x seul, 
mais sin mx ne peut s’exprimer en fonction rationnelle 
de sin x seul que si mest un nombre impair. 


DEVELOPPEMENT D'UNE PUISSANCE DUN SINUS OU D'UN 
COSINUS SUIVANT LES SINUS OU LES COSINUS DES MUI- 


TIPLES DE L ARC. 


446. Pour résoudre la question inverse et développer 
cos” x et sin™ x suivant les cosinus ou les sinus des divers 


multiples de x, posons 


u—cosr-+Y—ising et e=cosr— ¥—Isinz, 


on aura 
acosr=u-te et 2/—1sinx=—u—o; 
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de la résulte 


Cd] Cw, ee Mm —— 7,M yn m (m—1) —2 gy? 
m(m—1) 
+ —> u? p®@—2 4+ muy" + vo", 


Il convient de distinguer deux cas. 

1° Quand m est pair et égal a 2n, le développement 

renferme un nombre impair de termes et il y a un terme 
eqeo e Mm m — I e@e n -}- J 

du milieu qui est m(m— t+ (nt) 

1.2.3...2 


en groupant les termes également distants des extrémes, 


u"v", On a donc, 


2” cos” 2 == u™-+- 0" +- muy (u™? +. o™—?) +... 
m(m—t1)...(2-+1) 


ur vF, 
1.2.3...” 


-}- 


Or u? -+- vP = 2008 px et u? vP—=1, puisque uy =13 done 


~ 


2" cos™ x= 2 cos mz + 2mcos(m—2)z2+... 
m(m—t)...(a+t). 
1.2.3... 2 ? 
d’ou 
2"—-! cos" x —= cos mz -+- mcos(m— 2)z 


(1) __ m(m—1) rm(m—1)...(a+1) 
l. 


cos (m—4) r+... © adn 


2° Si mest impair et égal a 2n-+-1, (u-+ v)™ aura un 
nombre pair de termes, et l'on obtiendra facilement 
2"—' cos" x == cos mz + mcos(m—2)2 


| m(m—1) ogim—b) ete (m—1)...(n-+2) 
1.2 1.2.3...2 


(2) 


COSZ. 


447. Pour avoir sin™x, il faudra prendre la formule 
u—o—2/—isin2, 


et en élever les deux membres 4 la m'*™* puissance; il 


134 COURS D ANALYSE. 

viendra 

m(m — 1) 
1.2 


(/—1)™ 2”. sin® 2 = u™— mu™—'p + um? p?,., 


m (m— 1) 


u? e™—2 = muv™—' + o", 
1.2 an - 


1° Supposons d’abord m pair et égal 4 an. Alors 
(y —1)"= (— 1)"; 
etil y aura un terme du milieu qui sera 


4. m(m —1).. (2 +1) 


uP vo". 
1.2.3...2 


On aura donc, en groupant les termes deux 4 deux, 


(— 1)*.2" sin” sin” 2 = (u™-+- o) — muo (u™—?-+- 0?) 


m(m —1) u2p? (u™—' +9")... 
1.2 
a. mim —1).+ (2+) 


u" or, 


1.2.3...” 


ou, en remplacant u‘-+ y* par acoskz, u' y* par 1, et 
divisant les deux membres par 2, 
(— 1)" 2"-' sin™ x = cosmz — mcos(m — 2) x 
(3) 4 m({m—1) 1m(m—t)...(2 +1) . 
1.2 


cos (m—4) i rrr a ve” 


2° Supposons m impair et égal 4 27 4-1. Alors 
(y—1)"=(— 1)" Y—1, 
et l’on aura, en groupant les termes deux a deux, 


(— 1)" y—12"sin® z= (u™ — y™) — mue (u™—? — yn—?) 


m (m —1) 2 y2f ,~mM—s___ gm—4) 
ar or nat a 
a mlm — lM # 2) ancy), 


I1.2--2-+R 


En général, 


ut—e#t—of—rsinkz, ube tt. 
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Done, en divisant les deux membres par 2 ¥—1, il 
viendra 


(— 1)" 2" sin” 2 —= sin mz — msin (m — 2) 


4) EE ee 0) sin (m—4)ax...2b m(m—1).+-(2+2) <1): a +2) 


sinz. 


THEORIE DES EXPONENTIELLES IMAGINAIRES. 


148. On a pour toute valeur réelle de x (126) 


xz x 
-++- —— +-.... 


=iIi-+ e+ 
1.2 1.2.3 





Convenons d’appeler e =’~' le résultat de la substitution 
de x V—1 a la place de x dans la série ci-dessus : on 
aura 


2 vf ‘ 
ei + 2Y¥—1— V4 _* 





1.2 1.2.3 1.2.3.4 °°" 


ou 


x x 
ryt (=— 12.3 s3a37-) 
ce quirevient a 
(1) e*”—| — cos + ¥—tsin x. 


En changeant x en — x, ona 


(2) e—*¥—' — cosx — —rsinz. 
On tire de la . 
Vai pe ¥=1 
e= t 4 i 
(3) cos x = © 
3 
et 
e . ev ent 
(4) sin 2 = ———____- 








2¥—1 
149. Lorsque x et y sont des quantités réelles, on a 


(5) exev’mey, 
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La méme relation a lieu quand ona x ¥—1 et y V—1 
au lieu de x et de y. Effectivement on a, en multipliant 
membre 4 membre ]’équation (1) et celle qu'on obtient 
par le changement de x en y, 


env < ov —_ cos (z +y) -- y—i1sin (x +y)s 


r est-a-dire 
eV >¢ ev — esto, 


Cette relation se démontre encore de la maniére sui- 
vante. Quand x et y sont réels, ona 


ex 7 = eft; 
e 9 e 
il s’ensuit que, dans ce cas, 


Po . y? 
(r+2+ 7 +...) (4y4+ 25+...) 
2 I.2 


(0) (2+ y) 


=1I+(e+y)+ 1.2 


+... 

Or cette relation est une identité, car clle doit avoir 
lieu pour toutes les valeurs réelles de x et de 7, sans 
aucune dépendance entre ces valeurs. Par conséquent, 
lidentité subsiste encore lorsqu’on change x et y en 


xY—1 et y¥—1; donc 
et” >¢ =! — elsty)V—1, 


150. Par extension, on est convenu de représenter par 


exty’-1 le résultat de la substitution de x+y ¥—x1 a 


Ja place de x, dans la série 
2 xz 


r 
It ot — + ——— +... 
1.2 1.2.3 


La formule e* >< e” = e*t est encore vraie lorsque les 


exposants sont de la forme x + y ¥—t. 
En effet, on aura d’abord, en changeant y en y Y—1 
dans l’équation identique (6), 


erey’—' — ert, 
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on a, par conséquent, 


ert7V—! — e*(cosy + ¥—1 sing), 


eure = ¢e (cose + ¥—isin °); 
donc 


eFt—1 d< ettV=i — ett [cos (y-+- 0) + ¥—1 sin(y + 9)], 


c’est-a-dire 
erty v—1 < gutev—i — ertu(yt+r) v— 


151. Toute expression imaginaire a +- bY¥—.1 peut 
étre mise sous la forme e7+7"—', En effet, comme 


ertv— = e*(cosy + ¥—isiny), 
il suffit, pour opérer cette transformation, de poser 
efcosy—a, efsiny—=6; Wot (e*)?=a?-+ 8, 
et, comme e” est toujours positif, 
e—+ )a?+ 6; d’ot w= = Mat + b?). 


On aura ensuite 


¢ et siny = b 
fa? + B 





8 ae Be 


Alors, si’ o est le plus petit des arcs positifs qui ont 
a ; 
Va? b pour cosinus, el Vat 6 pour sinus, on aura 


JY —2int 9, 


? étant un nombre entier quelconque, positif ou négatif. 
D’aprés cela, ona 


. — i (a+b! ; VJ) 
(9) a+b6V—1-—e' (a?-+- )+(2in+e)y¥ - 
On obtient encore ce résultat de la maniére suivante. 


Posons _ 
p (cose +y¥—1 sing) —=a+by/—1, 
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on aura 
—______ a b 
= Va?+ 67, cose— ———— et sin ———— + 
p=V , 7? Va? + b? an Va? + b? 
Il suffit donc que l’on ait 
e*(cosy + ¥—1 siny) = p(cose + ¥—1sing), 
c’est-a-dire 





e*COSY = pcose, e*siny = psing : ! 

de fa on tire 
(e*)?= pt, dod ee =p = + ya?+ B, 
par suite, 
cosy cose et siny =sin9g; | 
donc 
J =2ir +9, 

iétant un nombre entier quelconque, positif ou négatif, 
ce qui donne encore la formule (7). 


LOGARITHMES IMAGINAIRES. 


152. Si Pon convient d’appeler logarithme népérien 
de a+ 6¥—1 l’exposant imaginaire de e, dans |’éga- 
lité (7), on aura 


(a+ b6¥—1)= I(a? + b*) + (aim + 9 )V¥—1. 


Sous ce nouveau soint de vue, une quantité quelconque a 
un nombre infini de logarithmes, parce que z peut avoir 
toutes les valeurs entiéres possibles, positives ou négatives. 

Si 6 =0, on a, en désignant par 1(a@) ces nouveaux 
logarithmes, 


l(a) =la + (2in+ 9)¥—1. 
Si a est un nombre positif A, on ag = 0 et 
1(A) = 1A + 2inV—t, 


ce qui montre qu’un nombre positif a un seul logarithme 
réel et une infinité d’imaginaires. 
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Si a est un nombre négatif — A, ona 9 = 7 et 
1(— A) =1A+ (22+1)rV¥—1. 


Ceci fait voir qu’une quantité négative n’a pas de loga- 
rithme réel, puisque, méme en faisant 7 = 0, on a tou- 
jours 


1(— A) =1A + ry¥—1. 


Dans le cas oh A=1,0na 


I(t) =2inV—1 et 1(—1) =(2i +1)ryY—1. 


EXERCICES. 
4. Trouver la différentielle de 


y =1(cosx+ Y—isinz). 
SOLUTION. __ 
dy = —1dz. 


2. f(z) étant une fonction réelle, si l’on pose 
f(z@+y7V—1) =P+Qy-1, 


dP_dQ dP dQ. 


dx dy’ dy dx 


on aura 


3. Si l’on pose, dans la question précédente, 


dx + dy (—1 = (dx? +-dy* (cosw+Y— tein), 


on aura 








a"P COS 72 -+- OP ginne 
a r—ti 
apa 
sin” w 
" sinnew "P COS 720 
a — Fmt Ty. 
a*Q= den RT dy ys, 


sin” 
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ONZIEME LECON. 
RESOLUTION DES EQUATIONS BINOMES. 


Résolution de l’équation x” = a. — Théoréme de Cotes. — Résolution de 
Véquation x” = — a, — de l’équation x™=a+bYV—1. 


RESOLUTION DE L EQUATION 2" = a. 


Q 


153. La formule de Moivre peut servir 4 résoudre 
Péquation bindme x” = + a. Nous traiterons d’abord 
Péquation 
(1) z*—= a, 

a étant une quantité réelle et positive. A cet effet, posons 
a= r{cost + ¥—tsine), 
d'ou 
am = r™(cosmt + V—r1sinmt) : 


on aura pour déterminer r et ¢ |’équation 


r™( cos mt +yY—1 sin mt) =a, 
qui revient aux suivantes : 

r™cosmt—a, r™sinml—=o. 
En élevant ces deux équations au carré et ajoutant, on 
a d’abord 

rn — q?, 
dou 
r= + Va, 
Mi a5 6 . pie . 3, 

+ ya désignant la valeur arithmétique de la racine m'*"* 
de a. Il suit de la que 


sinmt==0 et cosmt== +1; 
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donc 
, 21% 
mt = Ain, d’ot t— 3 
m 
i étant un nombre entier quelconque, positif ou négatif. 


Ainsi léquation (1) est résolue par la formule 
Qin — . Zin 
zr (cos —— + ¥—Isin ==). 
m Mm 


154. Pour avoir toutes les valeurs de x, il suffit de 
donner a i les m valeurs 0, 1, 2, 3,..., m—t.'En effet, 
posons | 
i=mq-+h, 

k étant un nombre entier, positif et moindre que m. II en 
résulte 





Qin Q2her . 2in ,_ ake 2in Q2hr 
——= 29+ » sin———=sin——, cos———=cos——, 
m i m m m m 


el, par conséquent, 


Qin . Qtr 2hr . 2khe 
cos —— -+ —Isin — —=cos —— -+- Y—I1s1In ——- 
mn m m . m 


Donc la formule 
Q2khr — . ahr 
(2) e=r (cos + y= sin | 


donne toutes les valeurs de x, lorsqu’on attribue seule- 
ment ak les valeurs 0,1, 2,3,...,m—1. 

De plus, les m valeurs ainsi obtenues sont diffé- 
rentes. En effet, comme k est plus petit que m et 


ous 2kn . 
positif, lare —— est moindre que 27; et deux quel- 
Mm 


° La 9 4 e 
conques des arcs considérés n'ont pas, 4 la fois, méme 
sinus et méme cosinus. 


155. II n’est méme pas nécessaire de donuer a k toutes 
les valeurs entiéres de o 4 m —1. En effet, posons 


k=m—k', 
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il viendra 








et, par conséquent, 


2knr — . 2hr T 
cos —— +(/—1 sin == cos —V—1sin 
m m m 











I] suit de 14 que la formule 
(3) 2=r(cos 20 Yasin 2") 


donnera toutes les valeurs de x en attribuant ak les valeurs 
m-—-— I 





* m e 
0,1,2,3,..., Jusqua > ou » sulvant que m sera 


pair ou impair. 


THEOREME DE COTES. 


156. La formule précédente, en faisant connaitre toutes 
les racines de l’équation binédme, permet de décomposer 
le premier membre de cette équation en facteurs réels du 
premier ou du second degré. 

Nous distinguerons deux cas : 

1° Si mest pair, on donnera 4 k les valeurs o, 1, 2, 


m , e e 
oo i L’équation «”" — r™ = o0 aura pour racines 


t=-~— TT, 


Donc, en groupant les facteurs qui correspondent aux 


SS RN stats 
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racines conjugées, on aura 


2. 
zm — rp" — (2?— 3?) (»— 2rcos —+z%-+7r’ 
m 


(m— 2) 


(1) qn 
x (2-2 rcOs~— 249) wee (2—2reos'™— 7" "e-br" ‘ 


2°Si mest impair, on doit faire k égal a 0,1, 2,3,..., 
m— 





t ? hd m m : 
» et l’équation x” —r™ = 0 aura pour racines 


52% 
+ 
ee — + ¥—tsin ~ 


Dans ce cas, on a 


2% 
zm — rp — (2 —r) (="— 27COS ° e+r) 


") (m—1)r 


»< (=—arcost®. +1) eee (=*—arcos 247] . 
f 


L’interprétation géométrique de cette formule et de la 
précédente conduit au théoréme de Cotes. 
Décrivons un cercle avec un rayon égal a7; menons un 
Fig. 7. diamétre AA’, et, a partirdu 
point A, divisons la circon- 
férence en m parties égales. 
Prenonssurcediamétreune 
longueur OM = 2z, et joi- 
gnons le point M aux diverr 
points de division. MB étant 





lune de ces lignes, on aura 


—3 


MB — = OB + OM. — 20B.0M cosBOA, 
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ou 


2 
MB.MB’ = z? + 7? — arr cos —. 


De méme, 


Ar 


MC.MC’ = 2? -+ 7? — orzr cos a 


On trouve ainsi les divers facteurs du second degré qui 
composent x” —r”. 

Si m est pair, il y aura deux facteurs réels du premier 
degré x — ret x-+rreprésentés par MA et MA’, et dont 
le produit donnera le facteur du second degré a:*— 7°. Si 
m est impair, il n’y aura qu'un facteur réel du premier 
degré x —r ou MA. 

D’aprés cela, les formules (1) et (2) expriment ce théo- 
réme da 4 Cotes, que la difference des m'*"** puissances 
des lignes OM et OA est égale au produit des lignes 
menées du point M aux divers points de division de la 
circonférence. 


RESOLUTION DE L EQUATION 2” == —a. 


457. Soit maintenant a résoudre l’équation 
a —_—_— a. 
Posons encore 
z= r(cose + ¥— I sin t), 
d’ou 
az" r™ (cos mt + v/— { sin mt) > 

on aura, pour déterminer r et ¢, les deux équations 

r®™®cosmt—=—a et r™sinmt—Oo. 


On tire de la 


m —~ e 
r—=+ya4, sinmt=0, cosmt=—lI. 
Donc 
(2i+i1)% 
—_—_———5 


¢=(2/ ’ = 
mt=(2i+1)x, dod ¢ - 





ONZIEME LEGON. 149 


iétant un nombre entier quelconque, positif ou négatif; 
par conséquent x est donnée par la formule 


2i--i\er 2i-+-T 
z= | cos s Air yo 1 sin peel. 
m m 


Comme dans le cas précédent (n° 154), il suffit de faire 
successivement 1== 0,1, 2,..., (m—t), pour avoir 
toutes les valeurs de x. De plus, ces valeurs sont diffé- 
rentes; en effet, si A désigne l'un des nombres o, 1, 2, 
3,...,(m—1), comme est au plus égal 4 m—1et 2k +1 


(2s +1) 


au plus égal 4 2m —1, est toujours plus petit 


que 2%; par conséquent, les m arcs considérés n’ont pas 
4 la fois le méme sinus et le méme cosinus. 


158. Il n’est pas nécessaire de donner a k toutes les 
valeurs entiéres de o 4m —1. En effet, si l’on fait 


k—=m—1—Fk, 


il vient. 
— __ ! 
os 2 (24° uae) ay Fein b2™ (24 +1)|x 
m m 
’ _ t 
_ , (24 +8 sin 24 + ile, 
Mm Mm 


par conséquent la formule 


war eos 28 1" _ = tb /— jain 2 Se 


Mm 


donnera les m valeurs de x, en attribuant ak toutes les 
valeurs entiéres jusqu’'au plus grand nombre entier qui 





m—tT ss, ‘ ° ’ ’ 4 
ne surpasse pas 3 C est-a-dire qu on sarrétera a 


m—2 ., . , a—t 
si mest pair eta 








si m est impair. 
159. De méme que dans le cas précédent, on pourra 
décomposer x”-+- 7” en facteurs réels du second degré, et 
STURM. — An., qT. 10 
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trouver une interprétation géométrique du résultat. On | 
aura un théoréme analogue 4 celui du n° 156, avec cette ‘ 
différence que les divisions de la circonférence en m par- 
ties égales ne commenceront pas tout de suite au point A, 


e e eo e 9 viz 
mais au point qui en sera distant de l’arc —. 


RESOLUTION DE L'EQUATION X"= a -+-bV/—1. 


160. En dernier lieu, soit 4 résoudre l’équation 


za™—a+b y—t- 
Remplacgons @ + 6 y—1 par p (cose -+ ¥—r1sing); 


posons enfin 
x =r(cost + /—1sine); 


on aura les deux équations 
r™cosmt= pcose, r"sinmt = p sing. 
On tire de Ja 
(r™)? =’, dot 7r*=— +p et r= +) ps 


+-"/p étant la valeur arithmétique de la racine m*” de p. 
Il vient alors 


cosmt—= cose, sinmt= sing; 


par conséquent, 


. , 2ixr-+o 
mt=2inr+ 9, doh t= ———, 
m 


i désignant un nombre entier quelconque, positif ou né- 
gatif; par suite, 


Qi + — . 2it+ 
2=7(cos =F + ¥—1sin +t). 
m m 


On prouvera, comme précédemment, qu’il suffit de 
donner a 7, dans cette formule, les valeurs 0,1, 2,..., 
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jusqu’a m —1, et l’on obtiendra ainsi pour x, m valeurs 
lifférentes. 


161. La résolution de ]’équation 
z™ + pz" +g =0 


est maintenant facile 4 opérer; car on tire de cette équa- 
tion les suivantes : 


»_ _P a 
= P/E qs 


qui rentrent dans l’un des cas déja traités. 








10. 
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‘DOUZIEME LECON. 


EXPRESSIONS QUI SE PRESENTENT SOUS UNE FORME 
INDETERMINEE. 
Vraie valeur des expressions qui se présentent sous l’une des formes 
, =; Oo ><, o°, 1°. — Extension des régles précédentes. — Appli- 


cations. 


VRAIE VALEUR DES EXPRESSIONS QUI SE PRESENTENT 


0 
SOUS LA FORME . 


162. Soit ne une fraction qui se réduit a — = quand 
x =a. On se propose de déterminer la valour y vers la- 
az) 
J (2) 


la valeur particuliére a. C’est cette valeur limite de = 


quelle tend » lorsque x s’approche indéfiniment de 


9(z) 
f(z) 


qu’ on appelle souvent la wraie valeur de la fraction qui se 
4 . ra e F Oo e 
présente sous la forme indéterminée 5 Puisque 9(a) =o 


et f(a) = 0, on a identiquement 





) e(z)-- g(a) 

g(z) _ = — 9(a) | _ 9(#) ea 

fle )~ Hla y? ou bien Fay = Fay — Fa’ 
x—a 

or, x tendant vers la valeur a, o(2) — 9(a) — ae), fs) — fie) 


tendent respectivement, et par défnition méme, vers 
g(a) et f’(a). Done 
g(x) 9’(a) , 9(z) 9 (a2) 
= ] = lim 
f(z) f(a)’ ou im Fiz) ) 1m wut, n) 
On arrive encore ace résultat par la série de Taylor. 
Supposons que f(t") (a) et o("t") (a) soient les premiéres 





lim 
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dérivées qui ne s’anoulent pas simultanément pour 
== a3 on aura, en posant c=a-+h dans la for- 


mule (11) du n° 122, 





eri 
=  _27(att) h 
o(a +h) 1.2.3...(R-+1)* (a + 04), 
tia +A)—= ian fOrM(at ah) 
( )= 23.81) \ ’ 


d’ou 
g@(ath)  9"*(a + 6h) 
=. = — a 9 


S(ath) fr (a+h) 
d’ou !’on tire, en faisant h = 0, 
. e(z)  g@*)(a) 
lim Fiz) = frrn(a)’ 


° ' 2 
163. Exemeres. 1° L’expression — 
«t- 





. o 
devient 5 


pour x =a. Or la dérivée de x" — a™ est mx"—"', et celle 
778 


. x” — Q®@ 
de x — a est 1; donc la vraie valeur de ————- est ma™—' 
t-——&4 
pour x = a, quel que soit m. 
oT bd a l 
2° En appliquant la méme régle, on trouve que, pour 


. a3 — hart+ Sax — 2a 
x =a, la vraie valeur de ———*—____— 








; est o. 
z— a’ 
On peut le voir autrement, car 
2— hax+ Sax —2@=:(¢ —a)(x— 2a), 
a?— a= («#—a)(x+ a); 
donc la fraction donnée est égale a 


(2 — a)?(2 — 2a) (2 — a) (c— 2a) 
eT Ne A) eo ae, 
(2 — a) (x-+ a) zB+a 
expression qui devient bien o pour x = a. 
.. sina . . oO 
3° Soit ——- Pour x =0, cette fonction devient <3 
a 
la dérivée de sinx est cosx, et celle de x est 1; donc la | 
oo. sInx 
limite de —— est 1 pour x= 0. 
Ce résultat doit étre considéré comme une vérification, 
mais non comme une démonstration, puisque nous n’a- 


150 COURS D ANALYSE. 
vons obtenu la dérivée de sinx qu’en nous appuyant sur 


pon . sing 
ce théoréme, que lim —— est 1 pour x = 0. 
ey 2 


sin2.r 





4° En appliquant la méme théorie on trouve lim 


pour x = 0; cette limite est o. 
On y arrive aussi de la maniére suivanite 3 
. sintz . sing ee 
lim —— = hm —— lim sinz =1<O= 0. 
oY og 


‘On aurait de méme 


tangz s,s sing __, I 
m —— — lim —— > lim =1 11. 
x cosz 


h 





—e F—2r 


- e* 
5° Limite de : 
&— SINL 


pour ~= 0. 


On trouve successivement 


q’ (z) et-+- e7*— 2 Oo 
LAW —= ——_____—. = — pour += 0} 
Oo 











S'(x) I— cosx 

p (2) e*#— e* 0 

I" (x) sing 09 Pour 7= 9% 
e’(z)__ eters 
F(a) = Nog a? pour =o. 


La limite cherchée est donc égale a 2. 
On serait parvenu a ce résultat, en remplacant e*, e * 
et sinx par leurs développements en séries. En effet, 


x x 
e—i1+2+ — + —set+..., 
1.2 1.2.3 
x? x 
erm im— ete et. 
1.2, 1.2.3 
. x x 
snz = tt —- ———— ———— —...3 
* = 1.2.3 | 1-2.3.4.5 , 
-done 
e* e* 2xr7—=2 2 + a -+- 
_ 1.2.3 1.2.3.4.5 ~"" ? 
x — sinc = ai a +...3 
41.2.3 1.2.3.4.5 "°°? 
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1.2.3. 1.2.3.4.5 re 


Si l'on divise le numérateur et le dénominateur du se- 
cond membre par x*, puis qu’on fasse x = 0, on trouve 


encore 
e*— e *— 22 


lim - — 2, 
x— sine 
. xzaF—2 
6° lim —-—_——— = — 2 pour x=1; 
i—zer#+le 

o lim lar I pou I 

—=—_- =__ . #2—=I. 
7 . ro1 P 


1° ©) 
VALEUR DES EXPRESSIONS QUI PRENNENT LA FORME 


164. Supposons que lexpression —— prenne la 


J (2) 


forme = pour x = a, il s’agit de déterminer Ia valeur 


de lim 2"). Ona identiquement 


F (2) 


I I . 
or, pour x=a, Fz) et a2) sont nuls. Donc la vraie 
? 


valeur de cette * expression sera la limite du quotient des 


dérivées de —— ey 5 et de say’ et l’on aura 

-75 
lim 27) — jim S12" = im | 72). 22) (2) |, 
mm Fz) ee) Lee) * Fe) XP | 


9(z) 
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ou, en désignant par A la limite de + (2) 


F(z)’ 





dott 


On retombe ainsi sur la régle donnée dans le cas ou 
° ? ° oO ? hd 
l’expression proposée devient <i par conséquent, sim +-1 
désigne l’ordre des dérivées de p(x) et de f(x) qui, les 
premiéres, ne sont pas nulles ou infinies a la fois, on a 


g(x) g*(a) 


lim ——/ — +". 


SJ (x) — mr) (a) 

165. La démonstration précédente suppose que A, 
c’est-a-dire la limite de £5), est différente de o ou de 
l'infini; je dis d’abord que la méme régle subsiste quand 
A=o. En effet, g désignant une constante, l’expression 








(7), 92) +efiz) 
Flay 7% Fe) 
deviendra encore — pour =a; mais sa vraie valeur 
est g, puisque A ou a est nulle. Donc, d’aprés ce que 
nous venons de démontrer, 
g(a) + gf (a) 9’ (a) 
= >? ire st ’ 
& f' (a) & S'(a) 
donc 
9’ (a) 
=—-o—A 
F(a) ° 


Ainsi, dans ce cas, l’application de la régle générale con- 
duit a Ja vraie valeur de l’expression. 
Il en résulte qu'elle y conduirait encore si A était in- 
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g(a) __ I (a) f' (a) 
finie, car 81 Fg) = ” _ aa) Done (a) 


J’ (a) 





— 0, 


et par conséquent 777) =o- 


VALEUR DES EXPRESSIONS QUI PRENNENT LA FORME OX ©. 


166. Pour trouver la valeur de l’expression 9(a) f(a), 
dans laquelle 9(a) =o et f(a) =, on observe que 


(x) f(x) — 2), 
f (2) 
expression qui devient = pour x= a. 


On peut encore poser 
o(2)f2) = 22), 
9 (=) 
qui devient = pour x= a. 
Dans les deux cas, on appliquera les régles précédentes. 
On trouvera ainsi 


. Tr 2 
lim |( — x) tang ==] = pow z=! 
we 


167. Lorsque les dérivées de o(x) et de f(x) con- 
duisent a des expressions qui présentent toujours pour 
x == a la méme indétermination que celle dont on cherche 
Ja vraie valeur, il faut recourir a des artifices particuliers. 
Celui qui réussit le plus généralement consiste 4 rempla- 
cer x par a-+h, a développer‘les fonctions par la série 
de Taylor, a opérer toutes les réductions et simplifications 
possibles, et a faire finalement h = o. Ainsi 


(1) V2—Va+V2—a 


2? — gq? 
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e Oo e e 
devient < pour x =a. Le quotient des dérivées 


I 


aE aVrc—a 


jx? — q? 
CY Cc -> ? e ! 
devient >? et les dérivées suivantes donneront tou- 


jours — Pour déterminer la valeur de l’expression (1), 
posons x= a-th; elle devient 
ya+th— Ja + VA 
Vk 2a +h 
Si l’on multiplie les deux termes de ce rapport par 
va-+h+ Va; il vient 
b+ Vh(vath+Va) _ 
Va joa +h(Ya+h+ ya)’ 
divisant ensuite ces deux termes par V/A, ona 
yh + fa+h+VJa 
eee D 
y2ath(Va+h-+ Va) 


expression qui, pour h = o, devient 


On serait encore parvenu 4a ce résultat, en développant 
Va +h par la formule du bindme. 


VALEUR DES EXPRESSIONS QUI PRENNENT LA FORME o° 
ov 1°, 


168, L’expression f (x)? *) prend une forme indéter- 
minée lorsque les fonctions f(x) et 9(z) s’annulent 
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toutes les deux pour x = a; on trouvera sa vraie valeur 
en cherchant celle de son logarithme 9 (x) 1 f (zx). 
Par exemple, soit 4 trouver pour x= © la limite 


de f(x)”. Le logarithme népérien de cette expression 





est A (2) , et sa limite est celle de”. (2) - On aura done 
x J (x) 
I sm? (2) 


— li 
lim f (2)* =e J (#), 
De méme, Ia vraie valeur d’une expression qui prend la 


forme 1” se déduira de la vraie valeur de son logarithme 
qui prendra la forme « ><o. 


EXTENSION DES REGLES PRECEDENTES. 


169. Les régles pour trouver la valeur des expressions 
qui deviennent indéterminées quand x =a subsistent 
encore lorsque a devient infini, puisqu’elles sont vraies 
quelque grand que soit a; mais la démonstration ne 
pourrait plus se faire de la méme maniére. Nous allons 
arriver directement 4 ces régles dans le cas d’une expres- 


e e ¢] 
sion qui prend la forme 5 pour r=. A cet effet, 


. I 
soit 2 = pt on aura 


dou 
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ou bien 
y (2) 


him Fz) = in 5 = lim Fe) 
J 





Mais avant d’appliquer les régles il faudra bien s’assurer 

9’ (x) 
I ' (2) 
d’une limite quand x tend vers l’infini. Par exemple, 
l’expression | 





que l’expression proposée, ainsi que 


» approche 








COS x 
a+ COSt rr zr 
a2—singt | sinx 

gg 


tend vers 1 pour x = oo, tandis que le rapport des dé- 
° , {I— sins ° ? e , ° ° 
rivées --—_ a une valeur complétement indéterminée 


quand x = ©. 





EXERCICES. 


4. lim v*en* = lim 1223 


e* 


nN 
=O pour r=; 


cette limite est encore o, méme quand z n’est pas entier, comme 
on s’en assure en développant e* en série. 


2. limz* =1, pour r=o. 
1 
3. lim(Aa2"+Ba""'+...+U)?=1, pour r=. 
a 
4, lim(1-+z2}* =e pour x=o0. 


a*— §F 





=la—lb pour r=0, 
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eee = re ree cen SE Ein, © - EEE Aer 
ee, 
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DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES. 


/ 
Extension du théoréme de Taylor aux fonctions de plusieurs variables. 
— Extension du théoréme de Maclaurin. — Propriétés des fonctions 
homogeénes. 





EXTENSION DU THEOREME DE TAYLOR. 


170 Soit « = f(x,y) une fonction de deux variables. 
Pour développer f (2 +- h, y +k) suivant les puissances 
de h et de k, on change d’abord x en x+ht, y 
en y + ke et, dans le résultat f (x + ht, y + kt) déve- 
loppé suivant les puissances ascendantes de ¢ par la 
formule de Maclaurin, on fait ¢ = 1. 

Soit donc 

SJ (2+ ht, y + kt)=o9(t) =U; 


si l'on pose, pour simplifier la notation, 


z+ht=p et ytiht=g, 
ona 
U=9(t)=S(p, @): 
Maintenant on a, d’aprés la série de Maclaurin, 


2 (¢) = 9 (0) + £9’ (0) + — 9” (0) +.. + a 9 (0) +R 
et 


n 


t 
R= [4 (02) — 9” (0)} 





Mais, 4 cause de 9 (¢) = U, 
dU dU U dU 
, —_ —_ 1, __. — __ 
? (t) dt — dp dp + lq dq = (= h+- da ) dt, 


puisque l’on a 
dp—hdt, dq=hdt; 
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donc 
aU dU 
4 —_ 


Si l’on désigne 9 (t) par U’, U! sera encore une fonction 
de p et de g, et l’on aura 
du, aw, 80 aU, aU 


"(t —h+——k = —— 
m= dp * dq dp” dpdg "dg? 





—— hk’, 


Mais le dernier membre n’est autre chose que le déve- 
dU h aU 
ap aq 
remplacé dU* par d*U; on peut donc écrire la formule 


symbolique 
; dU aU .\() 
“ — ‘ . e 
(= (Gar Ba) ’ 
on aura de méme 


dU aU ,\( 
"(et =($ h+ ” 
V()=\ a+ a 


loppement de ( ky’ dans lequel on aurait 


et, en général, 
dU d 
9()(t) = (Un SU)”: 
dp dq 
ce qu’on démontrera aisément en faisant voir (comme 
pour les différentielles totales des fonctions de plusieurs 
variables) qu'une nouvelle différentiation revient 4 mul- 
tiplier chaque terme de l’expression symbolique par 


aU] . 4 ‘ 
—h-+ dq k, puis 4 changer les exposantsde dU en in- 


dices de différentiation. 
Ainsi donc on aura généralement 
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471. Maintenant, comme 


u=f(z,7), U=f(p, 7) paartht g=y-+ it, 


si l’on fait t= 0, p devient égal 4 x, g 4 vy, Uau, et 
lon a 


du du 
’ — 
du du (2) 
a —_ 
9” (o) = (= h dy ‘) 5 


d’ailleurs, si l’on pose t =1, on a 


R= —— _ [9 (8) — 9 (0) 
donc 


SJ (a2 +h, x +h) 


du du 1 /du du _\<) 
— un +- + —k+—([(— A+ —h 
* da dy* I (F dy 


(1) I du du (3) 
—_—_— — | ae eee 
+23 (G44+S4) + 


I du du ,\ () 
\ + Ya. (qea+ Sa) +R. 


On a d’ailleurs 


I dU dU .\(® du du _\ (a) 
R= saa G it et) (B+ $4) } 


expression dans laquelle il faut remplacer p par x +- 6h, 
etg par y + 9k. 


172. Comme h et k sont les accroissements arbitraires 
des variables indépendantes x et y, on peut les remplacer 
par dx et dy, ce qui change ¢’(o) en du, 9” (o) en 


A 
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donc 
aU aU 
/~\ — 
9 (¢)= ap h dq k. 


Si lon désigne ¢ (t) par U’, U! sera encore une fonction 
de p et de g, et |’on aura 


dU’ adv! CU a2u aU 
“(t)— —A — fk — — fP —_——_ ——. 
gp’ (t) dp + ape + ag * + ap 


ke, 
Mais le dernier membre n'est autre chose que le déve- 

dU dU , \? . 
loppement de (S h +- dq k) dans lequel on aurait 


remplacé dU* par d*U; on peut donc écrire la formule 


symbolique 

. dU dU .\@ 
” — {2 , . 
(j= (Gar Ta) ; 

on aura de méme 
aU aU (3) 

i —_— ——ees EEE 

(= (Gar Ba) 9 


et, en général, 


aU dU ,\@) 
(”) — { — —_. k : 
ad (Bit dq ‘) 


ce qu'on démontrera aisément en faisant voir (comme 
pour les différentielles totales des fonctions de plusieurs 
variables) qu'une nouvelle différentiation revient 4 mul- 
tiplier chaque terme de l’expression symbolique par 


aj 2 4 ° 
—h-+- aq k, puis a changer les exposantsde dU en in- 


dices de différentiation. 
Ainsi donc on aura généralement 





n(rn—1) d*U 


1.2 dpodg” #+--- 
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471. Maintenant, comme 


u=f(z,r7), U=f(p, 97) pmaetht, gayt kt, 


si l’on faitt=o0, p devient égal 4 xz, g 4 y, Uau, et 
Yona 
9 (0) =S(z, 7) =4; 


du du 
, — k e 
du du .\ () 
w — ——_ — 


d’ailleurs, si l’on pose ¢ =1, on a 


R= ——,— [9(”) (0) — 9” (0)} 


donc 

f(x+th, x +h) | 
(1) +— (Zar Zayr+... 

\ + (Eat i) eR. 


On a d’ailleurs 


I aU av .\(@ du du _\(") 
a=—5((G4+Z4) —(Ga+ Ss) | 


expression dans laquelle il faut remplacer p par x + 6h, 
etg par y + 6k. 


4172. Comme kh et k sont les accroissements arbitraires 
des variables indépendantes x et y, on peut les remplacer 
par dx et dy, ce qui change q’(o) en du, 9” (0) en 


5 
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donc 
dU dU 
(p\ — 
9 (¢) = —A+ dq k. 


Si l’on désigne ¢ (t) par U’, U' sera encore une fonction 
de p et de g, et l’on aura 
dU’ dv’ 220 au a°*U 


“ — ____ __. 3 
(= att =a Pat ap 








Mais le dernier membre n’est autre chose que le déve- 
dp dq 
remplacé dU* par d°U; on peut donc écrire la formule 
symbolique 


loppement de ( ky dans lequel on aurait 


dU aU .\@) 
u” — (2 ~~ . 


on aura de méme 
(3) 
(0) = (20 a 4 au ) 
dp dq 
et, en général, 
a (3) 
0 (t)= (4 aU, + Th) : 
ap dq 
ce qu’on démontrera aisément en faisant voir (comme 
pour les différentielles totales des fonctions de plusieurs 
variables) qu'une nouvelle différentiation revient 4 mul- 


tiplier chaque terme de l’expression symbolique par 


aU aU os ‘ 
db + Wy k, puis a changer les exposantsde dU en in- 
dices de différentiation. 


Ainsi donc on aura généralement 


1.2 dp"“*dq? 
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471. Maintenant, comme 


u=f(z,y) U=f(p, 7), poatht, qm=y+ it, 
si l’on faitt 0, p devient égal 4 xz, 9g 4 vy, Uauy, et 


Yona 
g (0) =f (2, y) = 4; 


du du 
a —_— 
du du _\ (@) 
a” ~— 


du du .\@) 


d’ailleurs, si l’on pose ¢ =1, on a 


| 
R 1.2.d.0 ef le (9) . ? (0)}; 


donc 
ST (a +h, xy +h) 

(1) +g (Gar Za) + . 
+ aa (E+ Fa)" +2. 


On a d’ailleurs 


I aU av .\@ du du .\() 
R= oal(Git at) —(Z4+H4) } 


expression dans laquelle il faut remplacer p par x +- 6h, 
etg par y +-Ok. 


4172. Comme h et k sont les accroissements arbitraires 
des variables indépendantes x et y, on peut les remplacer 
par dx et dy, ce qui change ¢’(o) en du, 9" (0) en 


bd 
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donc 
aU dU 
t —_— 


Si l’on désigne ¢ (t) par U’, U! sera encore une fonction 
de p et de g, et l'on aura 
du, v0, | atu aU 


dU’ 
9’ (2) dp +9 ap + ag + ap 





Mais le dernier membre n’est autre chose que le déve- 
dp dq 
remplacé dU* par d*U; on peut donc écrire la formule 
symbolique 


loppement de ( ky’ dans lequel on aurait 


aU aU \(@ 
“(e)— |—-h+ —k ° 
? (2) x. dq s) } 


on aura de méme 


dU dU ,\@ 
“id —_— —EEes eee ws 
Mi) =(Pa+S ‘) 9 


et, en général, 


2 () = ( 





dU dU ,\@) 
—h+—k) ;: 
dp dq 

ce qu’on démontrera aisément en faisant voir (comme 
pour les différentielles totales des fonctions de plusieurs 
variables) qu'une nouvelle différentiation revient 4 mul- 
liplier chaque terme de l’expression symbolique par 
- h-+ ah puis a changer les exposantsde dU en in- 
dices de différentiation. 

Ainsi donc on aura généralement 


da® n 
0°) (t) = Wt no mt 
P P 


d dp"—'dq 
n(rn—1) dU , i, 
1.2 dpdgi” a 
d"U d"U 
n— 1 
+n dpdq= + dy h*, 
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471. Maintenant, comme 


u=f(z,y), U=S (p,q), paxtht, guy kt, 
si l’on fait t= 0, p devient égal 4 z, 9g 4 y, Uau, et 


Yona 
g (0) = f(z, 7) =4; 


du du 
4 = — — k 
du du _\ () 
a “oe on 7 . 
9 (o) = (5 h dy s) ; 


(n) 
9") (0) = (Fas Sa) 


d’ailleurs, si lon pose = 1, on a 


R= —— [90 (6) — 9 (0) 
donc 


ST (2th, xy +h) | 
du du 1 [du du _\<) 


(1) I du du ,\) 
12.3 (Ga+Za Fee 


d () 
+_—— ht au y +R. 
1.2...” \dx dy 


On a d’ailleurs 


I aU aU \@ du du .\ (4) 
n= al(Git at) (ats) | 


expression dans laquelle il faut remplacer p par x +-6h, 
etg par y + 06k. 


172. Comme h et k sont les accroissements arbitraires 
des variables indépendantes x et y, on peut les remplacer 
par dx et dy, ce qui change ¢’(o) en du, 9” (o) en 


2 
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expression dans laquelle on doit fairer =o, y = 0, et 
remplacer h par x, k pary, p par 0x et q par 0y. Lors- 
que R tend vers o 4 mesure que z augmente, le second 
membre de la formule (3) donne lieu 4 une série conver- 
genté qui a pour somme f(x, y). C’est la série de Mac- 
Jaurin étendue aux fonctions de deux variables On Vé- | 
tendrait de la méme maniére aux fonctions d’un nombre 
quelconque de variables. 


FONCTIONS HOMOGENES. 


- 475. Une fonction est dite homogéne, lorsqu’en mul- 
tipliant les variables qu’elle contient par un méme fac- 
teur, le résultat est égal a Ja valeur primitive de la fonc- 
tion multipliée par une certaine puissance de ce facteur. 
Ainsi f(x, y, 2) sera une fonction homogéne si l’on a 


SJ (tx, ty, 3) =i" f (a, J, 3)3 
m est dit le degré de la fonction. 


176. Sil’on divise une fonction homogéne du m**™ de- 
gré par une des variables élevée a la puissance m, la 
fonction ne dépendra plus que des rapports des autres 
wariables a celle-ct. 


I } . 
En effet, posons tz =1, on aura t = = et la relation 


Sf (tax, ty, tz) == iI" f (a, x, 2) 


f(u, =) — Lies ¥ 2) ”" 2) 
x 


devient 


Réciproquement, si cette condition est remplie, la 
fonction est homogéne, En effet, si 


F(2702) =a"9(25 2), 


wt 
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ona 
SJ (tx, ty, iz) = t" 2" 9 (z; =) 7 
Eliminant la fonction g, il vient 
S (tx, ty, t%) = If (x,y, 2), 
ce qui démontre que la fonction f(x, y, z) est homogéne. 


177. Les dérivées partielles et du premier ordre de 
toute fonction homogéne du m'*™* degré, f(x, 7, 2), 
sont des fonctions homogénes du (m—1)'*"* degré. 


df (x, ¥,2) 
ie. 1s 5" — 9 (x,y, 2); ona (178) 


Soit, en effet, 


SJ (tx, ty, tz) = 1"f (2, y, 2); 


d’ou, en prenant la dérivée des deux membres par rap- 


port a x, 
(tr, ty, tz) t= it" 9( x, y, 2); 


ce qui revient a 
g( tx, ty, tz) = to (ax, x, 2)5 


d 
u Phe, 745) est une fonc- 


donc (176, récipr.) 9(x,y, z) 0 
tion homogéne du (m— 1)"*”* degré. 
178. Pour toute fonction homogéne, on a (475) 
SJ (tx, ty, 2} = 1" f (x, y, 2). 
Posons 
t=—1-+a4, 
on aura, u désignant f(x, y; 2), 


(a) f(e tar, y +ay, 3+ az) (1+ 4)"4. 


Or, la série de Taylor étendue aux fonctions de plusieurs 
11 
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variables (172) donne 

du du du 
S(e@ tary tay, 2+az)uteal e+ — yt a) 


dx dy 
a? (du + du dua \() 
1.2\dz~ dy? dz 





eeeey 


puis le développement du bindme donne 


(m —1) 


m 
(1+ a)"“@ ut mua+ _ UA ~H 600 


Comme l’équation (a) est identique, il en résulte 


at a 4 Ot me 
(1) dx dy? dz 4 


(2) du 4. ae 4 te (2) 
2 a” yt a") = m(m —1)u, 


La relation (x), la plus importante, montre que da 
somme des dérivé.s partielles d'une fonction homogéne, 
multipliées respectivement par la variable correspon- 
dante, est égale a la fonction multiplice par son degré. 


479. Exemp.e. 
um Ax?-+ By’? + C2?+ 2Dyz-+ 2Exz + oF zy. 


Ona. 
du 


ee By + 2D2+2F 
dy? JY+t2V2-+ 2Fa2, 
du 
Fp 2G + 2Dy + 2Ez, 


ia du 4 2 it 
” dz Ty dz 


= 2(A2’?+ By + C2?+ 2Dyz + 2Exz-+-2F zy) = au. 
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180. L’identité (1) peut s’obtenir directement comme 
il suit. 
Posant 
zZ=p yYruq? &=Tr, 
ona 
F Ps Js) = "fe, 2)5 
d’ou il résulte, en prenant la dérivée des deux membres 
par rapport a ¢, 
df (Py q1 7) df(p,q.7) df(Py9.7) |. 
dp 7 dq yr adr ° 
= mt™—'f( x,y, 2). 
Cette identité a lieu pour toutes les valeurs de ¢; or 
sli t¢=1 9 
Upiqr) A prqr) (Ps) 
CAAPs OT), APs TT) YNPs Ty) 
dp dq dr 


deviennent respectivement 


du au du 
dx dy° dz 
donc 
' tt du 4 du — me 
(1) da: Vly dz 


481. Pour démontrer directement la relation (2), il 
faut différentier |’équation (1) par rapport a x, a y et 
a Z; ce qui donne 


dtu + du + d7u " du — im du 

- ae"? da dy "ede dx dx’ 
dtu y du dru ” du — m du 

° dady J dy? ° dydz dy dy’ 
z du + d?u _ dtu du du 

_—-— ——. —- —_ —=— m—-» 
dads *7 dy dz d;? az dz 


Ajoutons ces équations respectivement multipliées par 
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x,y, %, puis retranchons des deux membres de l’équation 
résultante la quantité 


il viendra 


du. at du (2) (m ru 
la dy? dz” —=— mM e 


On obtiendrait de la méme maniére les équations (3), (4) 
et suivantes (178). 
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QUATORZIEME LECON. 


MAXIMUM ET MINIMUM DES FONCTIONS D’UNE VARIABLE. 


Maximums et minimums des fonctions d’une seule variable indépendante. 
— Applications. —Maximums et minimums d’une fonction implicite. 


MAXIMUMS ET MINIMUMS DES FONCTIONS D'UNE SEULE 
VARIABLE INDEPENDANTE. 


182. Soit f(x) une fonction d’une seule variable zx. 
Si, en faisant croitre x, la fonction prend une valeur réelle 
qui surpasse celles qui la précédent et celles qui la suivent 
immeédiatement, cette valeur de la fonction est dite un 
maximum. On appelle minimum une valeur moindre 
que les valeurs voisines. 

Si f(x) devient un maximum pour x = a, la diffé- 
rence f(a -+-h) — f(a) sera négative, quel que soit le 
signe de h, pourvu quon prenne f suffisamment petit. 
Cette différence serait positive si f(a) était un minimum. 


483. Une fonction peut avoir plusieurs valeurs maxi- 
mums et minimums, lesquelles doivent se succéder alter- 
nativement. Un maximum peut étre moindre qu’un mi- 
nimum. Un maximum négatifdevient un minimum quand 
on fait abstraction de son signe, et de méme un mini- 
mum négatif pris positivement devient un maximum. 

Fig. 8. | Ces diverses con- 

y séquences de ladé- 

3 finition sont ren- 

dues manifestes 
—- par Tinspection 
+ de la courbe si- 
nueuse ABCDE. 

“s Soit y = f (x) P'é- 
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quation de cette courbe; Jes valeurs maximums et mi- 
nimums de f(z) sont évidemment les ordonnées des 
points A, B, etc., ou la tangenteest paralléle a laxedes x. 
On voit que lordonnée du point A, qui est un maxi- 
mum, est moindre que l’ordonnée du point D, qui est un 
mimimum, et que lordonnée du point B, qui est un 
maximum en valeur absolue, est un minimum quand on 
la prend avec son signe. 


184. On sait que la fonction f(x) croit continuelle- 
ment lorsqu’en faisant croitre x, dans un certain inter- 
valle, Ja dérivée f’ (x) reste constamment positive, et que 
f(x) décroit au contraire quand la dérivée est négative. 
La fonction f(x) ne devient donc ni maximum ni mi- 
nimum tant que, x croissant, la fonction dérivée con- 
serve le méme signe. Mais si la dérivée change de signe 
lorsque x atteint et dépasse une certaine valeur a, alors 
la fonction f (x) deviendra, pour cette valeur, un maxi- 
mum si la dérivée passe du positif au négatif, ou un mi- 
nimum si la dérivée passe du négatif au positif. Cette 
dérivée ne peut d’ailleurs changer de signe qu’en s’éva- 
nouissant, ou bien encore en devenant discontinue ou 
infinie. Ainsi, les valeurs de x qui rendent f(x) maxi- 
mum ou minimum sont uniquement celles pour les- 
quelles f’ (x) devient nulle, infinie ou discontinue en 
' changeant de signe. 


485. Ordinairement Je maximum et le minimum ré- 
pondent a des valeurs de x pour lesquelles la fonction 
dérivée change de signe en s’évanouissant et en restant 
finie et continue. Dans ce cas, on peut établir les condi- 
tions du maximum et celles du minimum 4a l’aide de la 


s¢rie de Taylor. On a d’abord 
SJ (x +h) —f (a2) = hf' (x) +R. 


Si f’ (x) n’est pas nulle, la différence f(x +h) — f(x) 
a le méme signe que hf’ (x). Cette différence change donc 
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de signe avec h; donc f(x) n’est, dans ce cas, ni maxi- 
mum ni minimum. 

Mais si f’ (x) est nulle et si f(z) ne l’est pas, on a 


f(z+h)—F (2) = f"(2) +B; 


alors, quel que soit le signe deh, f(x +h)— f(x) a le 
méme signe que f” (x). Donc, si f” (2) est positive pour 
la valeur de x que |’on considére et qui annule f' (x), 
f(x) est un minimun, et si f” (x) est négative, f(x) est 
un maximum. 

Mais si f” (x) est nulle, on aura 

hs 

1.2.3 





J (z+ h)—f(z) = 


et si f” (x) n’est pas nulle, f(x + h) — f(x) changera 
de signe avech : f(x) ne sera ni maximum ni minimum. 
Si f” (x) = 0, on aura 


fle +h) F(a) = aa f(z) +R, 


SF’ (x) +R; 


et f(x) sera un minimum ou un maximum selon que 


Jf" (x) sera positive ou négative pour la valeur de x qui 
annule f’ (x), f" (x), f” (x), et ainsi de suite. 


186. En général, guand une valeur de x annule quel- 
gues-unes des dérivées successives f'(x), f"(x),..+, si 
la premiére dérivée qu'elle n’annule pas est d’ordre 
pair, la fonction f (x) est un minimum ou un maximum, 
selon que cette dérivée est positive ou négative; mais il 
n'y a ni maximum ni minimum si la premiére deérivée 
gui ne s’annule pas est d’ordre impair. 

Cette régle s’accorde avec celle que nous avons donnée 
plus haut (n° 184); car si, par exemple, les trois pre- 
miéres dérivées s’annulent, on aura, en appliquant la 
série de Taylor a la dérivée, 

}S 


fi (e+ l= 1.2.3 





I(x} + R’, 
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et l’on voit bien que f’ (x) changera de signe avec h. Il 
est clair que f’ (x) ne changerait pas de signe avec h si 
la premiére dérivée qui ne s’annule pas était d’ordre 
impair. 

APPLICATIONS. 


187. 1° Minimum de x*. Comme il revient au méme 
de faire la recherche du minimum sur le logarithme né- 
périen de cette expression, posons 


J (2) =lat¥= lez; 


on aura 
I 

f' (x) —=1-+lz et I" (x) = z 

Or si l’on fait 
I-+lzx=o0, 

on a 

le—=—r1, d’od oa etm ee 
Comme 


I 
iA 
—}——e Oo 
f (3) = Os 
. ee | 
on en conclut que x* est minimum pour x = ." 


2° On donne deux points A et B, situés dans deux 
. milieux différents, séparés par 
une surface plane P. Un mo- 
bile se meut dans le premier 
milieu avec une vitesse uni- 
forme u, et dans le second mi- 
lieu avec une vitesse uniforme 0; 
on demande le chemin AHB 
gue ce mobile doit suivre pour 


se rendre de A en B dans le 
temps le plus court. 


Fig. 9. 





Il est clair d’abord que ce chemin doit étre composé 
de lignes droites. Je dis ensuite que la ligne brisée qui 
résout le probléme doit étre dans le plan ABCD, con- 
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duit par les perpendiculaires AC, BD au plan-P. En effet, 
supposons que cette ligne soit AGB et qu’elle rencontre 
le plan P au point G non situé dans le plan ABCD. Me- 
nons GL perpendiculaire a CD, et joignons AL et BL. 
Les triangles AGL et BGL étant rectangles en L, on a 
AL < AG et BL< BG;; par suite, le mobile ira plus ra- 
pidement du point A au point B en suivant le chemin 
ALB qu’en suivant le chemin AGB. 

Cherchons donc, dans le plan ABCD, perpendiculaire 
au plan P, la ligne AHB, qui est parcourue par le mo- 
bile dans le moindre temps possible. Soient 


AC=a, BD=64, CD=c et CH=2az; 


le temps que le mobile emploie pour aller de A en H 


AH 24. 43 . . 
est —_—= yet 2 et celui qu'il met pour aller de H 


en B est 


BH 5? — xz)? . ° 
— = V+ (e— #)? par suite, la fonction 


d 
qu il s’agit de rendre un minimum est 


V@pu: yeale=s) 
a 


J (x) = 


Posons donc 





f'(2) ow aaa — — a =, 
uja+a? o/b? +(c— 2) 
ou bien 
Y __ C—zZ . 
ura? + 2? 7 o/b? + (c — x)? 

Si lon voulait tirer de cette équation la valeur de x, il 
faudrait en élever les deux membres au carré, et !’on au- 
rait ensuite 4 résoudre une équation du quatriéme degré. 
Mais comme 

— 
ya? + x? 

C— wz 
Ve+(e— =) 


= sinCAH — sinAHK, 





—= sin HBD = sinBHI, 
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on voit que, dans le cas du minimum [la fonction f (x) 
n’a pas évidemment de maximum ], on a 





sin AHK. __ sin BHI ou sin AHK  «t 
u _ ? sinBHI ~ v 


re °4 -, & 
Dans la théorie de la lumiére, la quantité ~) rapport 


des vitesses de la lumiére dans les deux milieux, est l’in- ) 
dice de la réfraction de la lumiére, au passage du premier | 
milieu daris le second. | 


3° SF (x) = e* + 2c08r + e~*. 
Ona 


J! (x) = ef — 2sinz — e*, 
J” (x) = e? — 2,.c0sx + e~*. 
Si l’on égale f’ (x) 4 0, on a x = 0, valeur qui, sub- 
suituée dans f(x), donne f(o) = 4. 


Pour savoir si c’est un maximum ou un minimum, 


a 


substituons o a la place de x dans f” (x). Comme 


SF" (0) = 0, il faut aller plus loin. Or 
f" (x) =e 4+ 28ing —e* et f(x) = eF+ 2c08x + €~, 
d’ou l'on tire 
fr(o)=o et f"(0)=4; 
donc f(o) = 4 est un minimum de f(z). 


4° Trouver la distance minimum d’un point donné 
M (a, 5) 4 une courbe dont on connatt l’équation 


(1) y= f(z). 
Joignons MK, K étant un point quelconque de la 
courbe. On aura 


MK = (#2 —ay+(y— by. 


En égalant & zéro la différentielle de cette expression, 
nous aurons 
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équation qui revient a 





y—4 dy _ 
(2) oa ap TIO 
. dy . . 
Or cette relation entre a coefficient angulaire de la tan- 





8 , e JX — b 
gente 4 la courbe donnée au point (x, 7}, et —: coef- 


ficient angulaire de la droite MK, montre que ces deux 
droites sont perpendiculaires entre elles. Donc la droite 
minimum doit couper la courbe donnée a angle droit. 

Si la distance MK était susceptible d’un maximum, on 
le trouverait encore par la résolution des équations (1) 
et (2). 

Considérons en particulier le cercle dont l’équation est 


xz? += r?, 





d . e 
On aura — =— =, et la relation (2) deviendra 
dx yx 
y—be 
I— *“- =O, 
z—ay 


ou bien, aprés réduction, 
b 


Yaar 
. 
Fig. 10. Ainsi, pour déterminer x 
‘| et y, nous aurons les deux 
équalions 


ac? + y= r?, 


b 
0 x _ 9 
Ss 
h ™, 


qui, prises simultanément, 
représentent les points d’in- 
tersection du cercle donné avec la droite MO. Alors KM 
sera la distance minimum, et K’M la distance maximum, 
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comme on le verra facilement en considérant les dérivées 
suivanites. 

Mais il se présente ici une singularité que |’on peut ce- 
pendant expliquer par la définition méme des maximums 
et des minimums. | 

Supposons que le point donné soit le point N situé sur 
l’axe des abscisses a une distance a du centre. Le carré de 
la distance NH sera représenté par l’expression 


yx’ + (x — a)’, 
ou bien par 
r?— 2am” -+- a’. 


Or la dérivée de cette expression est une quantité con- 
stante (— 2a) qui, par conséquent, ne peut étre égalée a 
zéro. Ainsi, quoiqu’il existe une distance minimum qui 
est NA, on ne l’obtient pas par notre procédé. Cela vient 
de ce que, d’aprés la définition, une fonction est mini- 
mum pour une certaine valeur de la variable, lorsqu’elle 
augmente pour des valeurs plus grandes et plus petites 
de cette variable. Or, si NH est considérée comme une 
fonction de x, NA n'est plus un minimum dans le sens 
que nous venons de dire, puisque cette fonction, réelle 
pour des valeurs de x moindres que r, devient imaginaire 
pour des valeurs plus grandes. 


5o f (x) 2" (b— zy. 


Cette fonction est nulle pour x =o et pour x= 5. Il 
est clair qu’entre les deux valeurs o et 5, il y en aura au 
moins une pour laquelle elle sera maximum; en prenant 
la dérivée, on aura 

SJ! (2) = m2" (b — x)" — nx™(b— x) 
= 2"! (b — 2)" (mb — mz — nz). 


Il faudra donc poser 


z"-!(b — x)*"[mb —(m+n)x]|=-0, 
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ce qui donne les trois valeurs 


mb 


z= ———- 9 x—b t=O. 
m+n ? 


A la premiére correspond un maximum, car la dérivée 
passe évidemment du positif au négatif quand x dépasse 


la valeur 





m+n 

Si m est pair, a la valeur o correspondra une valeur 
minimum de la fonction, mais dans ce cas seulement. 
En effet, pour des valeurs positives ou négatives trés- 
voisines de zéro, les facteurs de la dérivée, (b—x)"—! et 
mb— (m--n).x, sont toujqurs positifs, tandis que le fac- 
teur x”—* passe du négatif au positif, puisque m est pair : 
la fonction sera un minimum dans ce cas. Mais si m est 
impair, aucun des facteurs de la dérivée ne changera de 
signe, et il n’y aura ni maximum ni minimum. 

On verra de méme qu’a la valeur 3 il correspondra un 
minimum si 7 est pair, mais qu'il n’y aura ni maximum 
nl minimum si 7 est impair. 


MAXIMUMS ET MINIMUMS DES FONCTIONS IMPLIGITES D UNE 
SEULE VARIABLE INDEPENDANTE. 


1488. Soit 


yr— amry+2z?—a 


une équation qui détermine y en fonction de x. On peut 
trouver les maximums et les minimums de y sans la 
résoudre. En effet, la différentiation de cette équation 
donne 


dy 
(y — ma) — —my+r=0, 


Vou 


176 COURS D ANALYSE. 


Comme les valeurs de x qui répondent a des maximums 
ou a des minimums de y doivent satisfaire 4 la condition 


dy 
dz”? 


On aura ces valeurs en résolvant les deux équations 
y?—amry+xr=a, r—my—o. 


189. Supposons, pour plus de généralité, que l’on ait 
trois équations entre quatre inconnues ; 


J (2, y, 2, u)=0, 
(1) . p(z, Jy 2% U)=O0, 
b(z, y, 3, uw) =O. 


L’une quelconque des variables, x par exemple, étant 
prise pour variable indépendante, les trois autres seront 
des fonctions de celle-ci. Considérons en particulier la 
fonction u. Pour trouver les valeurs de x, ainsi que les 
valeurs correspondantes de y et de z, qui donnent des 
maximums ou des minimums de u, on observe que, dans 
le cas ordinaire du maximum ou du minimum, ona 


du 


dx 


D’aprés cela, la différentiation immédiate des équa- 
tions (1) donne, en y regardant y, z et u comme des 


.. . : du 
fonctions de x et supprimant les termes ou entre in? 


df df dy af dz __ 
dc dy dx dz dx 
d¢ 

(2) \ dx * dy da ds de? 
dy dvdy dy dz 
dz ey dx dz dx 
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mee d dz . , . 
On élimine a et — et lon obtient une équation, 


(3) F(z, Js 2; u)=O, 


qui, jointe aux équations (1), détermine les valeurs de 
X,Y, zetu. 
En différentiant de nouveau les équations (1), on ob- 
2, , 


. du . > 
tiendra aa" On y substitnera les valeurs trouvées pour 
7 he 


X,Y, Z,u, et, selon que Je résultat sera positif ou néga- 
tif, uw sera un minimum ou un maximum. 


yess d dz , . 
L’élimination de = et de = entre les équations (2) 
dx dz 


peut se faire en ajoutant ces équations mulipliées res- 
pectivement par 1, A et p, et choisissant les indétermi- 
nées A et » de maniére que dans le résultat les coefficients 


d dz . . , 
de = et de — soient nuls. On remplacz ainsi les équa- 
dia ax 


tions (2) par celles ci: 


dz de + ¥ ay = 
| if .d dy 
f Ff <2 — <= 
(4) \ dy + dy tea 0, 
df dg at 


L’élimination de A et de » conduit quelquefois plus rapi- 
dy dz 
8 9°” hd 1 ‘ 
dement a I’équation (3) que celle de 7q et de = entre 
les équations (2). 

190. Soient & déterminer Jes maximums ou les mini- 
mums d'une fonction explicite F(x, y, z, u), 7, y, 2 
et u étant des variables liées entre elles par les équations 

F(x, Jy 2; u)=0, 
(1) g(2, 7, % u)=o, 


b(z, 7, 2, u) =O. 
Stuns. — An., I. 12 
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L’une des variables, x par exemple, étant regardée 
comme indépendante, y, Z, u, (F, x, y, 2, u) seront des 
fonctions de x. 

Si l’on joint aux équations (1) la suivante, 


F(z, 7, 2, 4)--9=0, 


on voit que la nouvelle question est un cas particulier de 
la précédente, savoir celui dans lequel la fonction impli- 
cite », dont on cherche les maximums et les minimums, 
n’entre que dans une seule des équations (1). 


EXERCICES. 


4. Quel est le plus grand quadrilatére que lon puisse former 
avec quatre cétés donnés? 


Sotvurion. — Le quadrilatére inscriptible. 


2. Troucer sur une circonférence donnée un point tel, que la 
somme de ses distances a deux points donnés soit un maximum ou 
un minimum, 


Sotution. — Le point de contact de la circonférence et d’une el- 
lipse, tangente au cercle, ayant pour foyers les deux points donnés. 


3. Inscrire dans une sphére donnée un c6ne dont la surface to- 
tale soit un maximum. 


SoLution. — En désignant par x la hauteur du céne et par 7 le 
rayon de la sphére, on a 
_3-Va, 


ad 16 . 


4. Circonscrire &@ une sphére donnée un cOne dont le volume soit 
un minimum, . 


SoLution. — Mémes notations. 


z= 4r, vol. max. = ears, 


8. Parmi toutes les paraboles que peuvent décrire des corps 
pesants partant d’un point donné avec une vitesse donnée, trouver 
celle qui a aire la plus grande. 


SoLution. — Parabole décrite par un corps lancé dans une di- 
rection inclinée de 60 degrés 4 "horizon. 
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6. Parmi toutes les cordes d’une méme longueur inserites dans 
une courbe donnée, déterminer celle qui retranche le plus grand ou 
le plus petit segment. 


SoLuTion. — La corde doit faire des angles égaux avec les tan- 
gentes menées a la courbe par ses extrémités. 


7. Deux roues circulaires extérieures l'une & Vautre sur un méme 
Plar tournent uniformément autour de leurs centres fixes, une 
faisant deux tours, autre trois tours par seconde. Déterminer les 
époques et les positions des deux roues pour lesquelles deux points 
marqués sur leurs circonférences seront a la plus petite ou & la plus 
grande distance l’un de Vautre. | 


12. 
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MAXIMUM ET MINIMUM DES FONCTIONS DE PLUSIEURS 
VARIABLES. 


Maximums et minimums des fonctions explicites ou implicites de plusieurs 
variables indépendantes. 


MAXIMUMS ET MINIMUMS DES FONCTIONS DE PLUSIEURS 
VARIABLES INDEPENDANTES. 


194. On dit qu'une valeur particuliére et réelle d’une 
fonction de plusieurs variables indépendantes f(x, y, 2) 
est un maximum, quand elle surpasse toutes les valeurs 
yoisines de cette fonction, c’est-a-dire celles qu’on ob- 
liendrait en donnant aux variables des valeurs trés-peu 
différentes de celles que !’on considére. On appelle mini- 
mum d’une fonction une vaieur particuliére moindre que 
toutes les valeurs voisines. La différence 


J(ze+h,y th, -+1\)—f (4, 7,2) 


doit donc étre constamment négative pour des valeurs 
suffisamment petites et aussi petites que l’on voudra, deh, 
k etl, quand f(x, y, 2) est un maximum, quels que soient 
les signes de h, k ét /; au contraire, cette différence est 
constamment positive quand f(x, y, 2) est un minimum. 

Supposons que la fonction u = f(x, y, z) soit un maxi- 
mum ou un Minimum pour x = a, y= b, z = c. Si dans 
cette fonction on attribue a y et a z les valeurs fixes b etc, 
et qu’on ne fasse varier que x, elle sera encore un maxi- 


mum ou un minimum pour x = a. Par conséquent, il 


du. 
faudra que, pour x=a, y=), z=Cc, zy Sout nulle, 


. . . . . du 
infinie ou discontinue. On dira Ja méme chose de dy et 
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du ° ° 
de a" Donc les valeurs de x, y, 2 qui rendent u maxi- 


mum ou minimum se trouvent parmi celles qui rendent 


,- , du du du : . . . 
les dérivées —, —, — nulles, infinies ou discontinues. 
dx dy dz 


192. En se bornant au cas ot ces dérivées sont conti- 
nues, on peut recourir a la série de Taylor pour distin- 
guer, parmi les solutions du systéme, 


da _ du du ° 
dz’ dy °? dz ’ 


celles qui répondent 4 des maximums ou 4 des mini- 
mums. En effet, on a Au ou 


Kath, y +h, z+1) —f(r, 7,2) = O ht = k++ IER. 
Or on peut toujours prendre h, ket / assez petits pour que 
Ja somme des valeurs absolues des termes qui contiennent 
h, k et dau méme degré surpasse Ja valeur absolue du 
reste R correspondant: d’ailleurs, dans la question qui 
nous occupe, on doit regarder h, k et £ comme pouvant 
étre plus petits que toute quantité donnée, et en méme 
temps comme ayant des signes quelconques; donc: 1° Au 
doit avoir le méme signe que 
du du 


du 
At ay +l; 


2° si lon n’avait pas 4 la fois 


f(x, y, 2) ne pourrait étre ni un maximum ni un 
minimum, puisque en changeant simplement les signes 
deh, k et /, sans changer leur valeur absolue, on change- 


rait le signe de —h + K+ 1, ct, par suite, celui 


dy 
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de Au. Nous retrouvons ainsi les conditions précédem- 
ment obtenues (194). 


193. Cherchons maintenant quelles sont les conditions 
nécessaires et suffisantes pour que f(x, y, 8) soit un 
minimum ou un maximum. 

La différentielle totale du premier ordre étant nulle, 
on aura 


du=— (AW? + BAt+ CP-+ aDhk-+ 2EAl+ 2FAl) +R, 


ou bien 


I 


Admettons d’abord que les coefficients A, B, C, D, E, F, 

qui, pour abréger, désignent les dérivées partielles du 
@Pu d*u ; \ 

second ordre, dt i etc., ne soient pas tous nuls 4 la 
fois pour les valeurs considérées de x, y, z, c’est-a-dire 
pour celles qui annulent les dérivées du premier ordre 
du du du 
dc’ dy’ dz 

Si d*u n’est pas identiquement nulle, il peut arriver . 
trois cas :1° du pourra changer de signe, alors il n’y aura 
ni maximum ni minimum; 2° d*u conservera toujours le 
méme signe, alors u sera maximum ou minimum selon 
que d* u sera négative ou positive; 3° d*u sera nulle pour 
certaines valeurs de h, k, 2, mais sans jamais changer de 
signe, alors on ne peut dire, sans pousser plus loin le 
développement de Au, si la fonction est un maximum 
ou un Minimum. 

Nous nous contenterons de chercher les conditions né- 
cessaires et suffisantes pour que d*u ou la fonction 


Af?+BA?+Cf+ 2Dhk 4 2EAl + 2FAl 


soit constamment positive, quels que soient les signes de 
h, k, l, pour de trés-petites valeurs de ces trois quantités. 
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Mais comme cette expression est une fonction homogéne 
de h, k et 2, en la mettant sous la forme 
k? 2 A l kil 
2 — —_ - < — 
h (a+BF +O, +2D; +2Es +aFe i) 

on voit que, sj elle est positive pour de trés-petites va- 
leurs de h, k, 1, elle le sera encore pour des valeurs aussi 
grandes que l’on voudra de ces variables, pourva que 


leurs rapports ne changent pas. Ainsi, il sera nécessaire 
et suffisant que l’expression 


AA? 4 B+ CP + 2Dhk+ 2Ehl + 2FAl 


soit positive pour toutes les valeurs réelles de h, k etd. 

Observons maintenant que si |’un des coefficients des 
carrés, A par exemple, était nul, les coefficients des 
termes qui contiennent h, c’est-a-dire D et E, seraient 
aussi nuls. En effet, dans ce cas, on a 


@u—Pk+Q, 
en posant 


P=—2(DA+ El, Q=BF-+ Cl? — aFhl, 


P et Qétant indépendants de h; si, aprés avoir donné des 
valeurs arbitraires 4 k ct a /, on fait 


Q . Q 
h=— pte, puis ensuite h=— ps 
les résultats de cette substitution seront Pa dans le pre- 
mier cas, et — Pa dans le second. Done, si P n’était pas 
nul identiquement, d*u pourrait changer de signe. Par 
conséquent, l’égalité A = o entraine les suivantes : 


D=o0, E=0. 


Il résulte de 1a que les coefficients A, B, C ne sont pas 
nuls a Ja fois; car, s'il en était ainsi, la fonction d*u s’an- 
nulerait d’elle-méme, contrairement 4 notre supposition. 
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Supposons donc que A, par exemple, ne soit pas nul; 
je dis que A sera positif; car si l’on posek= oet/ =o, 
la fonction se réduit au terme Af? qui, pour étre positif, 
exige que A soit positif. Une premiére condition néces- 
saire dans le cas du minimum est donc 


(1) A>o. 
Maintenant, on peut mettre d*u ou Ja fonction 
Ah? + BA + C2 + 2Dhk 4+ 2EAl + 2 FA 
sous la forme | 


A( + oh a) +BR+CP-+2FK, 


ou bien encore, en compleétant le carré dont les deux pre- 
miers termes sont dans la parenthése, 
° 


2 272 . 272 
ACh _D naeett l 


. 2 2 72 yy 
na eB (9B) ro (e—H)roa(e- 


Si l’on pose, pour abréger, 


D? FE? ED 


+ BA4+C0+4 oF A 








on deyra donc avoir, pour toutes les valeurs de h, k, 2, 


k 2 
A(; + a) + GA+1P?+2MAl>o0. 


Si G était nul, Ja fonction considérée se réduirait pour 


we 


I2-+2MA4AL 


Ce bindme ne peut étre positif pour toutes les valeurs 
4a det de k que si M = 0; mais d*u pouvant alors étre 











teeters oo alll 
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mis sous la forme 


Dk-+E/\? 
A( 4+ wo? +12, 


cette différentielle s’annulerait pour la valeur /= 0 
jointe 4 une infinité d’autres valeurs de k et de A, cas 
particulier qne nous avons écarté, 

Soit donc G différent deo : si l’on fait 


Z=o et h=— 2k, 


la fonction se réduit 4 Gk’, et comme ce résultat doit étre 
positif pour toutes les valeurs de k, on en déduit que G 
doit étre positif. Ainsi, une seconde condition, nécessaire 
dans le cas du minimum, est 


(2) G>o. 


Maintenant, abstraction. faite du premier terme, le 
reste du polynéme pourra s’écrire 


y 
G (4+ — +12, 





ou 


MlZ\? MM??? M7 \? 
. — |} — 7? . __ 2 
6 (4+) a+! G (4+) +Ne, 





en complétant le carré dans la parenthése, et posant, 
pour abréger, 


N=I— —- 
G 
Donc la diiférentielle seconde d*u pourra étre mise sous 
la forme 


A+E\? — {/\2 
a (44 CAEN) +6 (4+) + NZ, 


é 


et l’on reconnaitra, comme plus haut, que ]’on doit avoir 


(3) | N>o. 
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Ainsi, en général, trois conditions, 


A>o, G>Oo, N> oO, 


sont nécessaires pour que f(x, y, 2) soit un minimum. 
Ces conditions sont d’ailleurs suffisantes; car, si elles 
sont remplies, l’expression 


Ly 2 
a(a+ SPER) 46 (4 +e) + N2, 


c’est-a-dire d*u, sera positive pour toutes les valeurs 
réelles de h, ket l. 


194. Si f(x, y, z) est un maximum, il faudra, pour 
les mémes raisons, que l’on ait 


AR+BR+...+2FA<o, 


ou bien 
—Ah’—BR—...—2Fil>0o 


pour toutes les valeurs réelles de h, k, 2. On aura donc 
les conditions nécessaires et suffisantes du maximum, en 
remplacant, dans les trois conditions trouvées plus haut, 


A par — A, B par —B,..., F par —F. 


195. S’il arrivait que les quotients différentiels A, B, 
C, D, E, F fussent tous nuls, pour les valeurs de x, y et z 
tirées des équations 


du _s du ° dis 
dx” ~=ady — de” 


on verrait facilement que tous les quotients différentiels 
du troisiéme ordre devraient s ‘annuler d’eux-mémes. Mais 
nous n’irons pas plus loin, parce que les conditions qui, 
dans le cas du maximum ou du minimum f(z, ¥, 2), 
doivent alors étre remplies par les quotients différentiels 
du quatriéme ordre, deviennent beaucoup trop compli- 
quées. 
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MAXIMUMS ET MINIMUMS DES FONCTIONS IMPLICITES DE 
PLUSIEURS VARIABLES INDEPENDANTES. 


496. Soient les équations 


ST (Ly Jy 2B Uy 0) =O, 
(1) p(X, Hy Z Uy ve) = 0, 


p(x, ¥, % uy 9) =O. 


Si Pon considére deux des variables, par exemple x 
et y, comme indépendantes, z, u, v seront des fonctions 
de x et de y déterminées par ces équations. Pour rendre 
maximum ou minimum la fonction », par exemple, il 
faut, d’aprés la régle donnée précédemment, résoudre 
les équations 


do —o do 
dx” * dy °- 
Par suite, on doit avoir 
dy do |. 
—d — dy = 
dz + dy J= Os 


c’est-a-dire que la différentielle totale de » doft étre 
nulle. 

Si l’on différentie les équations (1) en faisant attention 
que dy = 0, il viendra 


(gfe, of, ff, of 
~ — —_— — = 

da” + ay a ar ° 
dg d¢ dg dp 

(2) dx ay + a et a = 
dy ay dt dy, _ 

dx St Bt Ge HO 


Dans ces équations, dx, dy sont des constantes, et dz, 
du sont les différentielles totales de u et de z considérées 
eomme des fonctions de x et dey. 


188 COURS D ANALYSE. 
‘En éliminant dz et du entre les équations (2), on ob- 
tiendra une équation de la forme 


Pdx + Qdy =o, 
qui devra étre vérifiée, dans le cas du maximum comme 
dans celui du minimum, par les valeurs correspondantes 


des variables x et y. Par suite, puisque dx et dy n’ont 
aucune dépendance entre elles, il faudra que l’on ait 


(3) P—0, Q=o0. 
Les équations (1) et (3) donneront les valeurs cherchées 
dex, y, 2, u,v. 

Pour savoir si la valeur correspondante de la fonction 


est maximum ou minimun, il restera a examiner si la 
différentielle totale d*» garde toujours le méme signe. ' 


497. Ce qu’on vient de dire renferme comme cas par- 
q 
ticulier la détermination des maximums et des minimums 
des fonctions de plusieurs variables indépendantes liées 
entre elles par un certain nombre d’équations. 
Ainsi, supposons qu’il s’agisse d’une fonction 
o=F(x, y, 2, «) 
et que l’on ait en outre les relations 


g(r, 7, 2, u) 0, 
blr, xy, 2, “) = 0. 
On voit que cela revient 4 changer, dans la question 
précédente, f(z, y, z, u,v) en F (x,y, 2, u) —¥v, et 
a supposer les fonctions 9 et | indépendantes de v. 


EXERCICES. 
41. Trouver la plus courte distance de deux droites‘dans Vespace, 
données par leurs équations. 
SOLUTION, — Les équations des droites étant 


(2 =az-+ p, a= a's-+-p', 
ly = 62+-4, y= Os+q', 
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la plus courte distance est 


(a — a’) (q—q')—(6—8') (p—p’), 
¥(a—a')?+ (6 — b')?+-(e — cc’) 
2. Parmi les parallélipipédes de méme surface, assigner celui 
qui a le plus grand volume. 


SoLuTion. — Le cube. 


3. Mener par ur point donné la ligne droite la plus courte entre 
deux courbes données. 


Sotution. — Les normales aux extrémités de la droite minimum 
doivent rencontrer au méme point la perpendiculaire a cette droite 
menée par le point donné. 


4. Déterminer, dans une surface du second degré, le plus grand 
et le plus petit des rayons vecteurs partant du centre. 


3. Déterminer dans lespace un point tel, qu'une fonction de ses 
distances a des points donnés soit un maximum ou un minimum. 


SoLuTion. — Si p, p’, p",..., sont les distances en question, et 
u=f(p, p', p",...) la fonction qui doit étre un maximum ou un 
minimum, il faudra que le point M reste en équilibre sous l’action 
de forces proportionnelles a du cu du : 

dp dp" dp" 
les droites p, p’, p",... (Annales de Gergonne, t. XIV, p. 118). 


-*») et dirigées suivant 


190 COURS D' ANALYSE. 





SEIZIEME LECON. 


APPLICATIONS GEOMETRIQUES DU CALCUL DIFFERENTIEL. 


THEORIE DES TANGENTES. 


Equations de la tangente et de la normale. — Losgueur des lignes 
appelées sous-tangente, sous-normale, etc. — Degré de l’équation de 
la tangente. — Problémes sur les tangentes. — Sens de la concavité et 
de Ia convexité des courbes. 


EQUATIONS DE LA TANGENTE ET DE LA NORMALE. 


4198. Soit 
J (xz, y)=0 


Yéquation d’une courbe plane AMM’. Si MT est ta tan- 
gente au point M(x, 7) de cette courbe, on aura, en sup- 
posant les axes rectangulaires, 

dy 


4 Ay _ ; 
tangMTz = lim — = 7: 


Fig. 11. 


par conséquent, en désignant 
par X et Y les coordonnées cou- 
rantes d’un point quelconque de 
la tangente, l’équation de cette 
droite sera 


(1) Y¥—y=2 (x—2). 





Si l’on remplace ay par sa valeur tirée de léquation 
de la courbe, |’équation de la tangente deviendra 
a 
Y—y=—F (x a), 
ra 
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ou 


(2) Ff (x—2) 4+ F(x—y)=0. 


199. L’équation dela tangente conserve la méme forme 
Fig. 12. lorsque les axes sont obli- 
ques. En effet, si x et y 
sont les coordonnées du 
point de contact M, d'une 
tangente MT a la courbe 
AMM’, l’équation de cette 
tangente sera de la forme 





Y—yoa(X— 2). 
Or la sécante M’MS a pour équation 
Y—y=—a' (X— 2), 


eta est la limite de a’, lorsque le point M’ se confond 
avec le point M. 
Menons MP et M’P’ paralléles a Oy, et MQ paralléle 


4 Ox; on aura 





M'Q —< a’. 

MQ 
Mais 

M/Q=>Ay et MQ= Az; 

donc 

a’= ay, 

At 
De la il suit que 
Ay __ dy 
lim Xe ou a= ao 


Donc 


est dans tous les cas l’équation de la tangente au point 
(x, 7). . 
200. Il suit de la que, si les axes sont rectangulaires, 


° ERSTE * 
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’équation dela normale MN sera 


ax 


Y-—-y= 
Si les axes sont obliques et font un angle 6, l’équation 


de cette droite sera 
dx + dy cos§ 
dy + dx cos@ 


Y-y= (X — 2). 


LONGUEUR DES LIGNES NOMMEES SOUS-TANGENTE, ETC. 


201. Attachons-nous maintenant, en particulier, au 
cas ou les axes sont rectangulaires. 
Si l’on veut avoir la sous-tangente S,= PT, on aura 


Fig. 13. dx 
PT =MP tang TMP= y ay? 


donc 


On trouve encore la 
valeur de la sous-tan- 
gente en la regardant 
comme la limite de la sous-sécante, c’est-a-dire de la 


droite SP. Or 
Ax 
= MPt =r— 
SP = MP tangSMP aren 





e e e e di 
et cette expression a bien pour limite —" 
y 


Le triangle MPN (fig. 11, p. 190) donne pour Ja sous- 


normale PN 


rdy 
nr a 


Pour la longueur MT de la tangente, on aura 


dx? 
MI—y \/ 1+ dy? 
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Enfin, pour la longueur MN de Ja normale, on a 


EXEMPLe. 
y= a’. 

Supposons, pour fixer les idées, 2 >1. Cette courbe, 

Fig. 14. nommeée logarithmique, s’étend 
4 l’infini des deux cétés de l’axe 
des y, et elle est asymptote a 
axe Ox du cété des x négatifs. 
On tire de l’équation y =a’, 


dy 
In =.a*la; 





par conséquent, 
Y —y=a*la(X —2) 


est l’équation de la tangente. 
Cette tangente peut étre construite bien simplement 
4 aide de la sous-tangente TP; on a 


dx | dx 
ou 
I 
TP = 77 = loge. 


Ainsi da sous-tangente est constante et égale au loga- 
rithme de e pris dans le systéme dont la base est a, c'est- 
a-dire au module de ce systéme. Quand a=e, la valeur 
constante de la sous-tangente est ]’unité. 


DEGRE DE L EQUATION DE LA TANGENTE. 


202. L’équation de la tangente menée par le point 
(x,y) peut étre mise sous la forme 
df. df. af af 
Ie X + dy Te 2+ dy 7° 
Sronu. — An., I. 13 
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Si l’équation dela courbe est algébrique et du m*”* de- 


la e e df df 
gré, il semble au premier abord que et dyJ sera une 


fonction du m'*”* degré des coordonnées du point de con- 
tact. Mais ce degré s’abaisse d’une unité quand on tient 
compte de |’équation f (x, 7) = 0. 
En effet, soit 
St (2, xy) Sut tint..., 


u étant ’ensemble des termes du mi*™* degré, u, l’en- 
semble de ceux du (mm —1)'*"*, et ainsi de suite. On aura 


df du " du, dt, 
dx dz dz dx an 
df du du, di, 


bay’ a ay” 


d’ou 
af. Fy, dt, 
dz dy dx dy . 
" et ” du, 7 at, du, 
dz J dy 7a 7a oe 


ce qui, d’aprés un théoréme (n° 178) sur les fonctions 
homogénes, donne 


WF 4 Sy = mu + (me —1) a + (mt —2)u,+... 


dx dy 
= m(u + ut Uz+-..-) — ui, 2uy— 3 thy — 00. 


Or, le point (x, y) étant sur la courbe, on a 
m(u+u,+u,+...)=0; 
donc l’équation de la tangente devient 


d d 
Py oY —+- u, +- 2Uy,+ 3u,;+...=0, 
et ne contient plus de termes du m*™* degré : ce qu'il 
s agissait de démontrer. 

EXEMPLE. 


Aj? + Bay + Cz’? +Dy + Ex +F=0. 
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Ona 
dy By+2Cr+FE 
dx 2AY+Bxr+D 


Il vient donc, pour l’équation de la tangente, 


(2Ay + Be+D)(Y—y)+ (By + 2Cz + E)(X — r)=0, 
(2Ay +Bre+D)Y+(By + 2Cxr+E)X 
—(2Ay+Br+D)y+(By+2Cx+ E)z. 


ou 


Simplifiant au moyen de l’équation de la courbe, on a 
tinalement 


(2Ay+ Br+D)¥+(By+2Cr+E)X+Dy+Er-+2F=0, 


pour l’équation de la tangente au point (2, 7). 


PROBLEMES SUR LES TANGENTES. 


203. Une courbe étant donnée, lui mener une tan- 
gente par un point extérieur (a, 5). 

On aura, pour déterminer les coordonnées inconnues x 
et y du point de contact, d’abord I’équation de la courbe 
(1) I(x, 7) =0, 
et ensuite ’équation 


af df df af 
(2) 9a tO dp de tay”? 


i 


obtenue en mettant a et b a ja place de X et de Y dans 
l’équation de la tangente (198). 

Les valeurs de x et de y tirées des équations (1) et (2) dé- 
terminerontles coordonnées du point de contact. Si f (x, y) 
est une fonction rationnelle et entiére du m”* degré, 1’é- 
quation (2) sera du (7m —1)'*"* degré; par suite, le pro- 
bléme proposé aura au plus m(m—1) solutions. Pour 
m= 2, il y a au plus deux tangentes; il y en a au plus 
six, pour m = 3; et ainsi de suite. 

*équation (2) considérée isolément représente un lieu 
13, 
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géométrique qui contient tous les points de contact et qui 
est du (m — 1)'*"* degré au plus. 


204. Mener une tangente paralléle a une droite dont 
l’équation est Y =aX. 


L’équation de Ja tangente cherchée étant 


Y¥-—y= a (X — xz), 
on doit avoir 
dy 
—_= 
équation qui, jointe 4 celle de la courbe, déterminera 
les coordonnées du point de contact. 


. a . 
Comme |’équation “Y — a revienta 


dz 
df 
dx af a 
dy 


qui est du (m —1)*™ degré, si f (x,y) est du m*”* degré, 
le probléme admettra au plus m (im —1) solutions. 


DE LA CONCAVITE ET DE LA CONVEXITE DES COURBES 
PLANES. 


205. Nous allons maintenant comparer les ordonnées 

Fig. 15. d’une courbe a celles de sa tan- 
gente, pour une méme abscisse, 
dans les environs du point de 
contact. Soit MT une tangente 


y 


Mw) ® hd 
un a la courbe MM’; soient x= OP, 
y =MP les coordonnées du 
z= OY PP a point de contact. En désignant 


PP’ par A, on aura 


ay fh 


MP = y 4 & 
IT an} age dz? 1.2 


— +R. 
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L’équation de la tangente étant 
dy 


on aura, pour le point dont l’abscisse est x + h, 


oh 
2 


Y-y=35 


et, par suite, l’ordonnée correspondante sera 
dy 
/ —_— —_—_ 
PR=y+h qs? 
dott 
M’/R = M’ P’— P/R = —— > +R. 


On a démontré, a l'occasion de la formule de Taylor, que si 
r) e se 2 e Py 
h est assez petit etsi la dérivée seconde aa est différente 


ay h 
de o, la valeur absolue de — —> surpasse celle de R; 
par conséquent, dans ce cas, la différence M’P’— P’R, 
pour un point M’ de la courbe, suffisamment rapproché, 


soit d’un cété, soit de l'autre, du point M, aura le méme 


. d?y 
signe que Wn? 
Donc, sil’on a 
d*y 
(1) oy > 0; 


les ordonnées de la courbe sont plus grandes que celles de 
la tangente dans Jes environs du point M, de part et 
d’autre de ce point. Si, au contraire, on a 


da? 
(2) <0, 


les ordonnées de la tangente surpassent celles delacourbe. 

Dans le premier cas que représente la fig.15, la courbe, 
aux environs du point M, est dans l’angle obtus MT 2’ que 
forme la tangente MT avec ]’axe des abscisses; on dit alors 
que la courbe tourne, au point M, sa convexité vers 
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l’axe des abscisses, ou qu’elle est convexe vers cet axe. 
Cette circonstance est donc indiquée par linéga- 
lité (1), du moins tant que l’angle des axes ne surpasse 
pas go degrés; car si cet angle 
était obtus et plus grand que 
langle formé par la tangente 
avec l’axe des x, comme on 
le voit dans la fig. 16, les or- 
données de la courbe seraient 
encore, de part et d’autre du 
point M, plus grandes que 
celles de la tangente, et ce- 
pendant on ne pourrait pas dire, dans ce cas, que la courbe 
est convexe vers l’axe des x. 

Dans le second cas, que représente la fig.17, la courbe 

Fig. 17. est, de part et d’autre du point 

M, dans l’angle aigu formé par 
Ja tangente MT avec l’axe Ox. 
On dit alors que la courbe, au 
point M, est concave vers |’axe 
des abscisses, ou qu'elle tourne 
sa concavité vers cet axe: mais 
Vinégalité (2) n’indiquera sirement cette circonstance 
que si l’angle des axes est moindre que go degrés. 

Ce qu’on vient de dire suppose que l’ordonnée du point 
M est positive. Quand ce point est au-dessous de |’axe des 
abscisses, la courbe, comme on le voit aisément, est con- 
vexe ou concave vers l’axe des abscisses suivant que l’on a 


d? 
<0 ou > 0. 


Fig. 16. 








ps) , d’y hed 
En résumé, selon que y et Jai Sont de méme signe 


ou de signes contraires, Ja courbe est convexe ou con- 
cave au point M vers l’axe des abscisses, si l'angle des 
parties positives des axes n’est pas plus grand qu’un angle 
Aroit. Dans le cas ou cet angle est obtus, on changera le 
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signe de l’une des coordonnées, ce qui rendra aigu l’angle 
des coordonnées positives, et l’on appliquera la méme 
régie. 
208. N fot ay 
- Nous avons supposé, jusqu’a présent, que —— 
conservait le méme signe pour des points situés de part 
et d’autre du point M; mais il peut arriver que es ait 
le méme signe que y un peu avant que x devienne égale 
Fig. 18. a OP, et un signe con- 
traire aprés que x a dé- 
passé cette valeur, ou vice 
versd. Alors la courbe, 
convexe ou concave A 
gauche du point M, de- 
vient concave ou convexe 
vers l'axe des abscisses 4 droite de ce point. On dit alors 
que la courbe a une inflexion au point M, qui est dit un 
point d’inflexion. Ces points remarquables s’obtiennent 


donc en cherchant les valeurs de x et de y, qui, rendant 


d? . . . 
— nulle ou infinie, lui font en méme temps changer de 








signe. 
EXERCICES. 
4. Trower la sous-tangente de la courbe qui a pour équation 
z—y 
te 7 e ° 
SOLUTION. 
e oe e 
c—Y 


2. La courbe qui a pour équation 
2 2 2 
x + y’ — 2° 


est constamment touchée par une droite de longueur invariable qui 
glisse en s'appuyant sur les axes coordonnés 
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DIX-SEPTIEME LECON. 


THEOREMES SUR LES AIRES ET LES ARCS DES COURBES 
PLANES. 


Différentielle de aire d’une courbe plane. — Des aires considérées comme 
limites d’une somme de parallélogrammes. — Applications. — Rectifica- 
tion d’un arc de courbe plane. — Différentielle d’un are de courbe. — 
Limite du rapport de l’arc a sa corde. — Nouveaux théorémes sur les 
arcs de courbe considérés comme limites. 


DIFFERENTIELLE DE L’AIRE D UNE COURBE PLANE. 


207. L’aire comprise entre une courbe plane CM, 
une ordonnée fixe CA, une ordonnée quelconque MP et 
Fig. 19. V’axe des abscisses Ox, est une 
fonction de l’abscisse OP = x du 
point M, puisqu’elle varie quand 
on change le point P. Proposons- 
nous d’en chercher la différen- 
tielle. Soit CAMP =u. Nom- 
mons Au la surface MM’PP’, 
répondant a un accroissement trés-petit PP’= Ax de 
l’abscisse. Si l’on méne les droites MI et M’ K paralléles 
a Ox et termindes aux ordonnées MP et M’P’, comme 
on peut toujours prendre le point M’ assez rapproché du 
point M pour que les ordonnées soient constamment 
‘croissantes ou décroissantes de M en M’ (et ici, pour fixer 
les idées, nous les avons supposées croissantes), on aura 


PMM’P’>> PMIP’ et PMM’P’< PKM'P’, 
c’est-a-dire 
Au>yhxe et Au<(y+Ay)Adz, 





ou 
Au 
J <a rt Ae: 





—_ ~—_ <a 
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De la, en passant a la limite, 


d 
=F; ou du=ydz. 


208. Quoiqu’on puisse parfaitement admettre qu’en 
prenant le point M’ assez voisin du point M les ordon- 
nées seront toujours constamment croissantes ou décrois- 
santes de M en M’, cette hypothése n’est pas nécessaire 
a Ja démonstration. Il suffit pour s’en convaincre de re- 
prendre Jes raisonnements en remplacant partout y¥ et 
y + Ay par 7; et 72,7; étant la plus petite et y, la plus 
grande des ordonnées, dans I’intervalle ou l’on fait varier 
l’abscisse. 


209. Le méme mode de démonstration convient au cas 
des axes obliques, avec cette seule différence que |’ac- 
croissement Au est alors compris entre les aires de deux 
parallélogrammes dont les cétés sont paralléles aux axes, 
et comme l’aire d’un parallélogramme est égale au pro- 
duit de deux cétés adjacents multiplié par le sinus de 
Yangle qu’ils font entre eux, on a, @ désignant |’angle 


des axes, 
du— ydzxsiné. 


DES AIRES CONSIDEREES COMME LIMITES D'UNE SOMME 
DE PARALLELOGRAMMES. 


210. Dans le cas des axes rectangulaires, la surface 
ABCD est la limite d’une somme de rectangles intérieurs, 
formés en menant par les points 
C, E, F,..., M, M’, ete., pris 
sur la courbe, des paralléles a 
Ox telles, que chacune soit ter- 
minée a l’ordonnée du point 
suivant (l'un de ces rectangles 
serait, par exemple, MIP’P), et l’on suppose que ces 
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points se rapprochent indéfiniment les uns des autres, en 
méme temps que leur nombre augmente sans limite. 
Supposons d’abord que les ordonnées soient constam- 
ment croissantes du point C au point D. Soient x et y 
les coordonnées de |’un quelconque des points de la 
courbe, M par exemple; soient r+ Az, y+ Ay les 
coordonnées du point suivant M’. On aura 


MIP’P = yAz; 


et si l’on désigne par &(yAzxr) la somme de tous les 
termes analogues & yAz, c’est-a-dire la somme de 
tous les rectangles intérieurs de CA a BD, en posant 
surf ACDB = u on a évidemment 


“w> (yz). 


Maintenant, si l’on méne, par chacun des points con- 
sidérés sur la courbe, des paralléles 4 Ox, terminées aux 
ordonnées des points précédents, on formera des rectan- 
gles extérieurs analogues a 


PKM’P’ = (y+ Ay)Artmydr+ Aydc; 
et comme ABCD a une surface plus petite que la somme 
de ces rectangles, on a 
“u< X(ydxr) + 2(AyAx); 
par conséquent, 
u—i(yAxr)<r(AyAx). 


Mais comme, a mesure que le nombre des divisions aug- 
mente, Ay tend vers zéro, il résulte d’un principe dé- 
montré (16) que 2(Ay Ax) tend aussi vers zéro : donc 


u=lim[z(yAd2)]. 


On démontrerait de méme que u est Ja limite de la 
somme des rectangles extérieurs. 

Le raisonnement reste le méme lorsque les ordonnées 
sont constamment décroissantes depuis C jusqu’a D; le 
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théoréme que nous venons de démontrer est donc vrai 
quand les ordonnées varient d’une maniére quelconque, 
car on pourra toujours partager J’aire totale en parties 
dans lesquelles les ordonnées soient assujetties 4 con- 
stamment augmenter ou diminuer. 


APPLICATIONS. 
211. 1° Soit 
yes ape 
Péquation d’une parabole rapportée a son axe et a Ja tan- 
gente au sommet. 


Si surf OMP = u, on a 


du = ydzx —=V2pc.dx = V2px dx. 
Or, 
an 2 3 
az? dr gaz": 
Donc 


2 
3 


— 3 3 
du=-sV2pd.x’ =a(3Vap.2" ). 


De la il suit que 


2 3 
“=> 2px? +; 


mais, pour + = 0, on doit avoir 
u==0; ona donc C=o, et 





4 gape xX x= Say; 


c’est-a-dire que Je segment OMP est égal aux deux tiers 
du rectangle OPMQ. 

Il est également facile d’évaluer la surface comprise 
entre un arc MCM’ de parabole et sa corde. En effet, si 
lon méne la tangente CT paralléle 4 MM’, et, par le 
point de contact C, le diamétre CDL, on trouvera par 
la méme méthode, en posant CD=2x, MD=y et 
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TCL=—6, 


surf CMD — = xy sing = = CDMT, 


3 3 
d’ou 


surf MCM’ — : ay sin§ = : MTSM’. 


2° Soit xy = m? l’équation d’une hyperbole rapportée 

a ses asymptotes. Nommons u l’aire du segment ACMP, 
Fig. 29. compris entre la courbe, |’a- 
symptote Ox, l’ordonnée fixe 
CA = m, et )’ordonnée variable 


MP. On aura . 
. .@ 
du= ysinodz = m* sind — 


= m'sinéd.le. 





Donc u et m'sin@.lx ne peuvent différer que par une 
constante C; par conséquent, 


u = msin@.lz -+ C. 


Pour trouver C, faisons x = OA = m; on aura 


“=O ou o=-m'sing.lm+C; 


donc 
C= — m’sin§.Im, 


et, par suite, on aura 
e e 5 
u = m’sin 0.12 — m?sin 6.1 = m’sin 6.) (=) : 
Si lon avait m =1 et 6 = go degrés, hyperbole serait 
équilatére, et l’on aurait u= 1x, c’est-a-dire que les 


aires considérées seraient les logarithmes népériens des 
nbscisses correspondantes. 


DIFFERENTIELLE D'UN ARC DE COURBE. 


212. On ne peut se faire une idée nette et précise de 
Ja longueur d’une courbe qu’en nommant ainsi la limite 
vers laquelle tend le périmétre d’une ligne brisée inscrite 
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dans cette courbe, lorsque ses cétés sont de plus en plus 
petits, et que leur nombre croit jusqu’a l’infini. Il de- 
vient alors nécessaire de démontrer que ce périmétre a 
réellement une limite déterminée dans tous les cas. 

Soit CD un arc de courbe plane, rapportée 4 deux 
axes rectangulaires Ox et 


Fig. 23. 
a Oy. Inscrivons dans cet 
’ wor arc un contour polygonal 
F CEF...MM’...D; soient 
y ; a OP = x, MP = y les coor- 
| données du sommet M, et 
apa i Sia + Ax, y+ Ay celles du 


sommet suivant M’: ona 
A 2 
MM’ = VAz?+ Ay? Ax / 1+ (2) ° 


° 2 A . . &@ 
Si Pon faisait Az ou PP’= 0, = deviendrait =. On 


doit done avoir 


Ay\? dy \? 
I —_—) = I+ {| —- ¢ 
V+ () =" (2) + 
a s évanouissant avec Ax; par conséquent, 


dy\? 
MM’ = Ax i+ (5) ++ «Az. 
dz 


En remplagant successivement, dans cette équation, 
x et y par les coordonnées de tous les sommets du con- 
tour polygonal, depuis le point C jusqu’au point D, on 
aura les longueurs des cétés correspondants. De la ré- 
sulte, si l’on appelle P le périmétre de cette ligne brisée, 


p= o- \/ 1+ (£)"] + § (adz). 


Pour avoir la limite de P ou la longueur de l’arc CD, re- 
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marquons d’abord que, « étant une quantité infiniment 


petite et > Ax ayant une valeur finie qui est AB, il ré- 


sulte du théoréme démontré au n° 16 que 
lim Si (24x) = 


. dy\? . 
Maintenant \/ 1+ (=) est une fonction de x, que 


l’on peut regarder comme la longueur de l’ordonnée NP 
d’un point N répondant 4 la méme abscisse x = OP. Si 
l’on fait la méme construction pour tous les points de la 
courbe CD, on aura une courbe GNH, dont |’épuation est 


Far ; 


d’aprés cela, on a 


DL s/s (z) |= ers. 


et, par suite, 4 cause de lim > (cAx) =09, 


P = lim > (YAz). 


Or > (YAz) a une limite déterminée qui est l’aire 


AGNBHB. Ainsi le méme nombre exprime la longueur de 
VarcCD et l’aire AGNHB. 


213. Considérons maintenant l’abscisse OP = x comme 
variable. La longueur de |’arc CM est une fonction de x 
dont on peut chercher la différentielle. 

Soit donc CM = s; comme s = aireAGNP, ona 


ds = Vader = de \/ 1+ () ’ 
dz 


ds —= V cz? + dy’. 


ou enfin 
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Cette valeur de ds permet d’exprimer trés-simplement 

le sinus et le cosinus de l’angle que la tangente au point M 
fait avec l’axe des x. En effet, si a désigne cet angle, on 


dy . , 
— ~~. . S 
a tanga = —- Par conséquent, 





. dy dy dx dx 
sine COS SS 
Yaz? + dy? ds ° dz? + dy? ds 
LIMITE DU RAPPORT DE L ARC A SA CORDE. — NOUVEAUX 


THEOREMES SUR LES ARCS CONSIDERES COMME LIMITES 
DE POLYGONES, 


214. La limite du rapport d’un arc quelconque 4 sa 
corde est P’unité. 


e 
En effet, considérons un accroissement quelconque de 


Parc CM (fig. 23, p. 205). Soit MM’= As, on aura 





As 

arcMM’ AS aa 
i ray ay 
I+ | —— 
re) 


As Ay \? . 
Lorsque Ax s’annule, wa \/ i- (=) deviennent 


aly \? 
/ I+ (= ; donc 
. arcMM’ 
lim =— 


Mw 


215. Si cef...d est un contour polygonal d’un méme 


Fig. “4. ; nombre de cétés que le contour 
f se 





CEI’... Dj; si, 4 mesure que les 
sommets C, E, F,..., se rap- 
prochent de plus en plus, les 
cétés ce, ef, etc., tendent de 
plus en plus 4 devenir égaux 
aux cotés correspondants CE, EF’, etc., en méme temps 
que le nombre de ces cétés va en augmentant jusqu’a 
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Dinfini, le contour polygonal cef...d aura méme limite 
que le contour CEF...D, c’est-a-dire Ja longueur de 
Parc CD. | 

En effet, soient «, 6, 7,..., A les cétés du contour poly- 
gonal cef...d, et a’, 3’, y',..., A’ les cétés correspondants 
du contour CEF'...D. Appelons L la longueur de cef....d 


et L’ celle de CEF...D. Soient < le plus petit et 4 le 
plus grand des rapports entre les cétés correspondants des 
deux contours polygonaux. On sait que la valeur du 


rapport 
atB+yt... +A 
af +t Bit 9! +... ED 


: ; a A, ; 
est toujours comprise entre — el 7;, c’est-a-dire que 


A’ 
Yona 


a L A 
aS" 


. . A . L 
Or, lim =1 et lim > =1- Donc lim |; =1, ou 


liimL = limL’. 


216. Voici encore un théoréme du méme genre, et que 
Yon démontrerait d’une maniére analogue : Si l’on méne 
entre les deux ordonnées extremes CA, DB un nombre 
indéfini de paralléles a |’axe des y, puis que |’on inscrive 
entre ces paralléles d’autres lignes droites, tangentes 4 la 
courbe, la somme de ces derniéres tend vers une limite qui 
est encore la longueur de la courbe donnée, méme quand 
elles ne forment pas une ligne brisée continue. 
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DIX-HUITIEME LECON. 


DES COURBES PLANES RAPPORTEES A DES COORDONNEES 
POLAIRES. 


Détermination de la tangenfe.— Longueur des lignes nommeées sous- 
tangente, sous-normale. — Différentielle de l’aire d’un secteur. — 
Différentielle d’un arc de courbe. — Applications. — Des coordonnées 
bipolaires. 


DETERMINATION DE LA TANGENTE. 


217. Soient O le péle, OL axe polaire, et M’MC une 

Fig. 25. courbe, représentée par ]’équa- 
tion f(r, 6) =o. Pour mener Ja 
tangente MT 4 cette courbe par 
le point M, il suffit de connaitre 
l’angle OMT =u. Soient donc r 
et 6 les coordonnées du point M, 
et r+ Ar, 6+ Aé celles d’un 
point voisin M’ pris sur laméme 
courbe. Décrivons, du point O comme centre, |’arc MI. 

Dans le triangle M’MI on a 





sinIM’M MI _ MI se BFC MI MI rAd 
sinM’MI M’I arcMI M’l arcMI~~ ar_ 








Si le point M’ se rapproche indéfiniment du point M, 
Yangle IM'M devient OMT ou p, langle M’ MI devient 
go° — pu, et on a 


rd§ 
(1) tang p = 7 
On tire de la 
_ dr __ rd§ 
(2) SB ae ~ arpa 


* Sruaw. —-n., I. 14 
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Comme p. est compris entre o et 180 degrés, il faut 
que sinp. soit positif. Quant a cosy, il sera positif ou né- 
gatif, suivant que l’angle p sera aigu ou obtus. 


918. On parvient encore a la formule (1) par une 

Fig. 26. transformation de coordonnées. 
Prenons l’axe polaire OX pour 
axe des abscisses, et une per- 
pendiculaire Oy pour axe des 
ordonnées. Soient OP =< et 


MP = y; on aura 





tangOMT = tang (MTz — NOs), 


Mais 
dy _Y 
tang MT 2 = = ae et tangMOzr =~, 
donc 
oy 
ax dy — ydz 
tang OMT = ———_~ = ray ye", 
ydy xwdx+t yay 
-}- —— 
xzdz 
Or, ona 
gs=rcos6 et y=rsing; 
donc 


dx — drcos§ — rd@sin@, dy —drsin®é + rdé cosé. 


On en tire 


rcos0 (drsin 9-+-rd 0 cos6) —rsin§ (drcos 9—rdOsin6) 


t MT = —_——_ pan using (drsind+-rd@cos6) 
ang OMT = rcos0(arcos@—rd @sin 6)-+-rsing (drsin§-+-rd8cos 6) 


et, toutes réductions faites, il viendra 
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LONGUEUR DES LIGNES NOMMEES SOUS-TANGENTE, 
SOUS-NORMALE. 


219. Dans ce systéme de coordonnées, la sous-tan- 
gente est la perpendiculaire OT (fig. 25, p. 209) menée 
au rayon vecteur OM par l’origine, et terminée a la tan- 
gente MT. La sous-normale ON se mesure sur Ja méme 
droite, 4 partir du pdle O, jusqu’a la rencontre de la nor- 
male MN au point N. D’aprés ces définitions, S, et S, 
désignant ces deux droites, on aura 





729 
S, = OT = r tange = ra 
r dr 
Sa = ON= ten dé 


DIFFERENTIELLE DUN SECTEUR. 


220. Désignons par u (fig. 25, p. 209) un secteur POM, 
compris entre deux rayons vecleurs OP et OM. Soit 
MOM’ = Au. Prenons |’arc MM’ assez petit pour que, 
de M en M’, les rayons vecteurs soient constamment 
croissants ou décroissants. Pour fixer les idées, suppo- 
sons-les croissants. Décrivons du point M, comme cen- 
tre, les arcs de cercle MI, M’K, terminés aux rayons 
vecteurs OM =r et OM! =r’: on aura 


OMI << Au < OM’K, 


ou bien, comme OMI = =r Aé et OM’ K’ = =? Ad, 


I I I Au L 
—r'A A —r'27A0, ou —?? — —p’?, 
57 O< Au 3 ’ 5 <i < 5 


Or, ala limite, r’ devient égal 4 r; donc 


du 


I I 
— ——s? — pido. 
W637? ou du 57 de 


14. 
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221. Ce calcul conduit 4 une conséquence souvent 
utile. On a trouvé plus haut (n° 218) 


dy — yd. 
xrdx— ydy 
et aussi (n° 217) 
rd§ 
t = —; 
angOMT -/ 


on aura donc 
ady—ydxr_ r°d@ 
adx-+-ydy ~~ rar 
Mais, 4 cause de 
P+yY=Pr, 
ona 
axdz-+ ydy =rdr; 


donc 
ady — ydx=—r'dé. 


Or ~r*dé est la différentielle du secteur LOM; donc 


. I 
cette différentielle est aussi évale 4 —(xdy — ydx). 
gale a - (xdy — ydx) 


On pourrait d’ailleurs obtenir ce résultat de la maniére 
suivante. On a 





Y tango; don 277 _ 4% 
= tang; ou 3 = cost6? 
ou 
d de — 
Bay —~ YOR = cos? @ 
Or on a 
xz? = r’cos’@; 
donc 


] I 
“(xdy — ydx) = —r'd6. 
5 (eay y dx) 5 a8 


DIFFERENTIELLE D’UN ARC DE COURBE. 


222. Considérons l’are CM =s (fig. 25, p. 209), et 


soit MM’ = As son-accroissement. 
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Dans le triangle M’ MI on a 


MM’ __ sinMIM! 


Sa 
——e 


MI inMM’1’ 


d’pu, a cause de MJ = arsin - Aé, 


. I 
mw 7780 49 SoMa 
arcMM’ As sinMM’I’ 


et, en passant a la limite, 


d 
7 .—, d’otk ds=— rad | 

ds sing Sin p* 

donc [(247), formules (2) | 
ds = Vdr? +- r?d0. 

De la résulte 

. rd dr 

sinp = > cos p — ads” 


223. On arrive encore a la différentielle de l’arc par 
une transformation de coordonnécs; on a 


ds = Vdz' + dy’ 
—= (dr cost — rd0 sind)’ + (drsind + rdd cost), 


ou | 
ds = ydr? + r*d 6?. 


APPLICATIONS. 


224. 1° L’équation d’une ellipse, quand on prend pour 


- Fig. a9. pole le foyer de droite F et le 
M grand axe pour axe polaire, est 
r——f? _. 
F T 1 -+ ecos§ 


De ]a on tire 


ep sin 6d6 dQ (t+ ecos@)*” 
—aaing? 


ar  ,rdhd = 
(1+ ecosé) dr cp sin@ 


214 COURS D ANALYSE. 


d’ou 
G 
rd == tang FMT = Tt € cost eoos ° 
r esin9 


2° La spirale d’ Archiméde, 
r=—aég. 


La courbe part du pdle et touche en ce point I]’axe 
polaire. Pour la construire, du péle comme centre avec 
Fig. 28. Punité pour rayon, on décrit 
un cercle, dont l’arc compris 
entre un rayon vecteur et |’axe 
polaire a pour longueur 9. En 
portant cette longueur, multi- 
, pliée par a, sur le rayon vecteur 
4 partir du centre, on aura un 
point de la courbe. 
Comme r croit indéfiniment avec 6, la courbe fait une 
infinité de révolutions autour du péle. 


On.a dr = ad6, d’ou 





dQ rd§ r 
tangp=ro =? 
d 
s,=0T=rS = ae, 
dr 


ea 
Ainsi la sous-normale est constante, ce qui offre un 
moyen trés-simple de construire la tangente. 

° La spirale hyperbolique, ainsi nommée parce que 
son équation 

r§@—a, 
est analogue 4 celle delhyperbole xy = m’. 
2 ° ° a 
De l’équation de Ja courbe on tire r= 5: pour =o, 


on a r=; pour des valeurs trés-petites de 6, r est fort 
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grand, et diminue a mesure que 6 augmente; pour @= 0, 
on aro. Par conséquent, la courbe fait une infinité de 

: révolutions autour du point O 
sans jamais pouvoir l’atteindre; 
ce point est un point asymptote. 
La courbe a une droite asym- 
ptote paralléle a OA; carsi, d’un 
point M pris sur la courbe, on 
abaisse une perpendiculaire MP sur I’axe polaire, on aura 


Vig. 29. 





MP = OM sin6 = rsin@é =a aw. 


Donc, lorsque @ tend vers o, la distance MP tend vers a, 


. sind ‘ 
puisque —— tend vers l’unité. 


On a ensuite 





9 r@ 
tange = SS 
2°16 
= ~— =——ré——a. 


La sous-tangente est donc constante. Cette propriété 
offre un moyen commode pour mener la tangente par un 


point pris sur la courbe. 
4° La spirale logarithmique, dont l’équation est 


r= ab’. 


En changeant l’axe polaire sans changer le péle, on 
peut mettre l’équation sous la forme 


r==eé e 


En effet, posons a = e*, b = e*, alors 


m (0+ =) 
6. me -+a—e m 


r—e*.e™ 
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Soient OA le premier axe polaire, et M un point de la 
Fig. 30. courbe. Prenons un axe polaire 
OA’, qui fasse avec le premier 


un angle AOA’ = =. Alors, si 





MOA= 6, en posant 6+ - = 6’, 


’équation deviendra_ 
. m6! 


r—e ° 

Considérons donc ]’équation r = e”® : pour 6 = 0, on 
aura  =1, et sil’on fait croitre @ indéfiniment, r croitra 
indéfiniment. Par conséquent, la courbe fera, a partir du 
point A (fig. 31), pour lequel OA =1, une infinité de 
révolutions. En donnant a 6 des valeurs négatives, 
r diminuera indéfiniment; donc la courbe fera encore 
a partir du point A, mais dans l'autre sens, une infinité 
de révolutions, en s'approchant toujours du pdle. 


e I 
On aura dr = me™? d6 = mrdé: par suite, tangy = —, 
Fig. 31 m 


MN quantité constante. Donc, dans 


la spirale logarithmique, la tan- 
gente fait un angle constant 
avec le rayon vecteur qui passe 
par le point de contact. 





~T : 
La sous-tangente sera et la sous-normale mr. 


Dextremité T de la sous-tangente décrit une spirale 
égale a la premiére, mais situde différemment. Soit 
OT = p, ona 


r en 9 


ere TS oo 


Mm 
; v ° 
Or, en posant TOA = — 6’, on aura 9 = 6'+ —- Par suite, 


m (0+ =) m (0+ 2) ( ' T =) 
e e m(@+lt— 
==€ 2 3 


p= ———_—_—_———_ = 


m elu 
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et, en prenant un nouvel axe polaire incliné sur le pre- 


. . lm 
mier @un angle égal 4 —- — — ; 
angie &§ 5 7? puis posant 


v= (v4 5), 
) 2 mM 


on aura |’équation 


a” 
paar, 


qui représente une spirale égale a la premiére. 


L’extrémité de la normale décrit aussi une spirale 
égale a la premiére. 


DES COORDONNEES BIPOLAIRES. 


225. Dans ce systéme de coordonnées, la position d'un 
point sur un plan se détermine par les distances 7 et r’ de 
ce point a deux points fixes A et B. 

Soit f(r, r’) =o léquation de la courbe CM, et pro- 

Fig. 32. posons-nous de lui mener une 
tangente au point M. 

Considérons, pour cela, la 
sécante M’MS. Menons MH 
perpendiculaire a AM’.. 

Soient . 





AM=r, BM=r7’; AM’=r-+Ar, BM’=7'+ Ar’; 
MAM’— 46, arcMM’=—As, AMT=a, BMT=6. 


On aura 
M’H M’H arc MMW’ 
cosAM’M — ——- — -—-— —_——___ 
M = ow As MM’ ’. 
ou bien 
. I . 
22 
cos AM/M Ar-+ 2rsin 5 A@ 5 arcMM’ 
_ As MM’ 
O1 
. 1 
2rsin? — A§ 
2 arcMM’ 


lim — = 9 limAM’M=a, lim — wr 
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done 
dr 
cosa = ds . 
Pour Ja méme raison, 
r! 
cos6 = a 
Par suite, on a 
cosa dr 


cosé. dr” 
ce qui détermine Ja tangente MT. 


226. En prenant les deux foyers d’une ellipse pour 
points fixes, ]’équation de cette courbe sera 


r—+r'—aa. 





. . ar 
De la on tire dr + dr' = 0; d’oti — =— 1: donc 
? dr 
cosa _ 
cos6 4 
ou 
cos x2 = — cosé. 


Donc les rayons vecteurs d’un point de l'ellipse for~ 
ment avec la tangente, d’un méme cété de cette droite, 
deux angles supplémentaires. 

On trouverait de méme, pour hyperbole, cosa = cos6, 
Pour une courbe dont !’équation serait r= mr! = a, on 
aurait cose = = mcos6. 


EXERCICES,. 


1. Une courbe est donnée par une relation entre les distances r 
et r' de chacun de ses points a deux points fixes. Trouver U'cxpres- 
sion de la différentielle de son arc en fonction des distances ret r° 
et de leurs différentielles. Application aux sections coniques. 


SOLUTION. 


ds? Birr’ [ rr! (dr'+ dr”) — (r?+-r? — a’) drdr'| 


- (r-+r'-+-a)(r+r'—a)(a+r—r')(a+r'—r)’ 


a désigne la distance des deux pdles. 
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2. Une courbe est donnée par une relation entre deux angles 4 
rt 6" que les droites menées d’un point quelconque M de cette courbe 
a deux points fixes A et B font avec la droite AB. Déterminer la 
tangente a cette courbe et exprimer la différentielle de son arc en 
fonction des angles 9 et 6' et de leurs différentielles. 

A ppliquer les résultats a la courbe décrite par Vintersection de 
deux droites mobiles qui tournent autour de deux points fixes avec 
des vitesses de rotation uniformes. 


SoLuTion. — Si p et »' désignent les angles que la normale fait 
avec les rayons vecteurs MA et MB, on aura 


sin’ +- sin?’ — asinp sinp’ cos(6 + 6’) — sin?(@-+ 9’) = 0, 





PCy Ye 7) Cy ce ; 
ds= —, = gy vsin 6’ 6?-+-sin? 6d6"— 2 sin sin 6’ cos (04-0) ded". 
Dans le cus particulier, 7 et 7’ étant les vitesses angulaires des deux 
mouvements, on a 

sing  nsing" 
sinz’ =r’ sin 9 





3. Les ovales de Descartes, représentés en coordonnées bipolaires 


par les équations 
r-+rr'=a, 


r'— ar = 6, 


se coupent 4 angle droit, quels que soient « et 6. 
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DIX-NEUVIEME LECON 
THEORIE DU CONTACT DES COURBES PLANES. 


Contact de divers ordres des courbes planes. — L’ordre de ce contact est 
indépendant du choix des axes. — Caractéres distinctifs des contacts 
d’ordre pair ou d’ordreimpair. — Des courbes osculatrices. — Du cercle 
osculateur. — Application aux sections coniques. 


CONTACT DE DIVERS ORDRES DES COURBES PLANES. 


227. Soient deux courbes CMN, C’M’N’ ayant pour 

équations 
y=HS(@), = 9(2), 

y ety’ étant des fonctions explicites ou implicites de x. 
Supposons que ces deux courbes aient en M un point 
commun, et comparons les ordonnées QN et QN’ des 
deux courbes, répondant @ une méme abscisse, dans le 
voisinage du point M. Soient OP = x et PQ=h: ona 


QN=f(x +h), QN =9(2+h). 





Donc 
NN’ = f(z + h) — g(x + h), 
Fig. 33. et l’on aura, d’aprés la série de 
Taylor, 
dy dy’ 
te , —_ 
NNW =y—y +h (2 dx ) 
he? [d?y ~ d*y' 
— (43 - iar) +R 





Or, on peut mettre R sous la 
h? . 
forme <3 %: @ devenant nul avec /; et comme le point M 


est commun aux deux courbes, ce qui donne y = y’, 
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2 2 2 
nw =a(% — 9) 4 (G2 SF +a). 





dx ax dx? dz? 


Maintenant, si l’on suppose que les deux courbes aient 
au point M une tangente commune MT, on aura en outre 


dy ay’ 


a = Ga el légalité précédente deviendra 
aL 


dz 
h? [d*y d*y’ 
1.2 \ dx? da? +a). 


Il est facile de démontrer que la courbe MN’ approche 
plus de la courbe MN que toute autre courbe MN’ qui, 
passant par le point M, ne serait pas tangente 4 MT. 

En effet, soit y” = ¢ (2) léquation de MN”; on aura 


tA 
Wnt = A (Fe — +6); 
& 4 


6 s’annulant avec h; donc 


h (<2 d?y'’ +«) 





a 


NN o.2\ dz? dz? 
NN” —_— dy dy" e 
dx dx 


Donc, quand / tend vers 0, on a 


lim NN = Oo 
NN’ 
Ce qui montre qu’en se placant suffisamment prés du 
point M, NN’ est moindre que NN”, et par suite que la 
courbe MN’ est située entre MN et MN”. 


228. Généralement, supposons que l’on ait 


_ dy’ dy dy’ dy dry! ay 
(a4) Y=7; dz dx dx? dst’ ” dx" da 
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Il en résulte 
Arrt ) a n+ , 
NN’ — (‘ heal Mane «) ; 


To2...(2 +1) \ drt! dg 


a étant une quantité qui devient nulle en méme temps 
que h. Je dis que, dans les environs du point M, la 
courbe MN’ qui remplit les conditions (a) approche plus 
de MN que toute autre courbe MN” gui ne les remplirait 
pas toutes. 

Fn effet, soit y” = ¢ (x) Péquation de MN”, et sup- 
posous que Jes m premiéres dérivées de y” soient égales 
aux m premieres dérivées de y, m étant moindre que 7 : 
on aura 

, _ m+! qt! iy q@t' yy” ; 
QN — QN’=— NN Ta.) .(m 1) (= — dae +8) ’ 
6 étant une quantité qui devient nulle en méme temps 


que h. II résulte de 1a que 
duty dutty! 
NN’ hr-m drt! dyn 


owes 


dxmt' drt! 


+@e 





Or, comme A décroit jusqu’a 0, « et 6 tendent de plus 
en plus vers cette limite; il s’ensuit que, lorsque A est 


. NN’ . . 
assez petit, le rapport Nae &st sensiblement proportionnel 


a h’-™, et, par conséquent, peut devenir plus petit que 
toute quantité donnée, puisque 7 est plus grand que m. 

Si Pon convient de dire que /es deux courbes MN’ et 
MN ont un contact de l’ordre n, et par suite que les 
deux courbes MN et MN®% ont un contact de l’ordre m, 
les résultats auxquels nous venons de parvenir peuvent 
s’énoncer en disant que, par un point commun & deux 
courbes qui ont un contact de lVordre n, on ne peut 
faire passer entre ces deux courbes aucune autre courbe 
ayant, avec l'une des deux proposées, un contact d’un 
ordre inférieur au n®™*, 
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L ORDRE DU CONTACT EST INDEPENDANT DU CHOIX 
DES AXES. 


229. L’ordre du contact est indépendant de la direc- 
tion des axes, pourvu que l’axe des ordonnées ne soit pas 
paralléle 4 la tangente commune aux deux courbes. 

On pourrait démontrer ce théoréme en employant les 
formules générales de la transformation des coordonnées, 
et faisant voir que les dérivées des ordonnées des deux 
courbes sont encore égales dans le nouveau systéme 
d’axes jusqu’au n° ordre, si m était l’ordre de contact 
dans le premier systéme. Mais on peut y parvenir plus 
simplement par des considérations géométriques. 

Soient CMN, C’M’N’ les deux courbes tangentes en M. 

Fig. 34. Par le point M menons une 

y _ droite quelconque Mn”, mais 
nun ree 

/ différente de la tangente au 
point M. Son équation sera 


xy’ art b. 
Soient 
y=SI (ez), Y=9(2) 
les équations des deux courbes. Considérons les ordon- 


nées de ces trois lignes correspondant 4 un point N pris 
sur la premiére; on aura encore 


Art (Z 'y ditty! ) 
rare 3 


1.2.3...(a2 +1) 





/ — 
NN = daz dre 
et puisque, par supposition, la droite menée par le point 
M est différente de la tangente, 
dy” d 
NN” =A (4- = +6)=1(Z—a+e). 
x dx 
Par suite, 
qq"! a+ 4-/ 
os — any + @ 
NN’ dx"! dz"! I 
INN@\e+1 /ay \atl op» 2 (our 
(NN”) (2 a+6) 1.2.3...(a +1) 


dz 
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Or, quand / tend vers zéro, , @ et 6 tendent aussi vers 
ry 


, . NN 
zéro. On voit donc que le rapport THN tendra vers 


une limite finie. 
On peut donc dire que si le contact est du 2” ordre, 


NN’ 
le rapport sera un infiniment petit du n*” ordre. 


NN” 
_ La réciproque est d’ailleurs évidente. 


230. Supposons maintenant que l’on rapporte la courbe 
a d’autres axes; par le point N menons une parallele au 
nouvel axe des y, Soient 7’ le point ou cette paralléle 
coupe la courbe y’ = 9 (x) et n” le point ou elle coupe la 
droite Mm”. Pour démontrer que l’ordre du contact ne 


, 


change pas, il suffit de prouver que le rapport aR a 


tend vers une limite finic. Car —, sera, dans ce cas, un 


Nn’ 
Nr NOY 
infiniment petit du 7” ordre, et, par suite, le contact 
sera encore de l’ordre n. 


Or, si l'on méne N’‘n’, le triangle NN’n' donnera 


NN’ | sin 7’ 
Nz’ sinN’ 


Le point N s’approchant indéfiniment de M, le point N’ 
tendra vers N, ainsi que le point 7’, et, par conséquent, N’‘ 
et n’ se confondront a da limite. Done n' N’ tendra vers la 
tangente au point M, et, par suite, le rapport des sinus 


des angles n’ et N’ aura une limite finie. D’ailleurs, le 
1A 


rapport ——-, reste constant quand le point N s'approche 


du point “M, puisque le triangle variable Nn” N” reste 
toujours semblable 4 lui-méme. 


On a 
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De la 
sin n! 
NN Na! sin N’ 
(NN? ett ( Na” at sinn” \*+t” 
(saa 


q , e Nr’ 
d’ou l’on déduit que le rapport (Nay tend vers une 


limite finie; ce qu’il fallait démontrer. 


CARACTERES GEOMETRIQUES DUN CONTACT D’ORDRE PAIR 
OU D’ORDRE IMPAIR. 


231. Si les deux courbes CMN, C’M’N’, qui ont res- 

pectivement pour équations 
y=S(r) et y'= 9(z), 
ont au point M(z, y) un contact de l’ordre 7, les 
n-t+-1 conditions suivantes seront remplies : 
, dy! dy @y' ay dty' dy 
WA = V5 — — 93 — == 9°**9 ————— so 
dx da dx? dx? ax" da” 


Dans ce cas, on a, comme nous I’avons vu, 


Antt at'y qty! 
r _ ro GEE . 
NN = QN QN I.2... (2 +1) (= d.c*+' + «) 


Mais, jusyu’a présent, nous n’avons fait attention qu’a 
la valeur absolue de NN’ ou de QN — QN’. Nous allons 
maintenant avoir égard au signe de cette différence. 
Si n est pair, 2-+-1 étant impair, h"*', et par suite 
Fig. 35. QN— QN’, changera de signe 
avec h, et l’on en conclut que 
celle des deux courbes qui est 
au-dessous de l'autre, a gauche 
du point de contact, est située 
au-dessus a droite de ce point, 
en sorte qu en ce point Jes deux 
courbes se traversent mutuellement, comme on le voit 


dans Ja figure. 
Stunu. — An., I. 15 
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Si 7 est impair, alors n-+-1 étant pair, en prenant h 
assez pelit, le signe de QN — QN’ ne changera pas avec 
Fig. 36. celui de h, c’est-a-dire qu’aux 
environs du point M les deux 
courbes ne se traversent pas. 

Donc, guand deux courbes 
ont entre elles un contact d’or- 
dre impair, l’une des deux em- 
brasse l'autre, et deux courbes 
sé traversent mutuellement au point de contact, quand 
elles ont un contact d’ordre pain. 

Une ligne droite tangente a une courbe a en général 
avec elle un contact du premier ordre, c’est-a-dire d’ordre 
impair; aussi est-elle, au point de contact, tout entiére 
d’un cété de la courbe. Si le point de contact est un 
point d’inflexion, alors le contact devient d’ordre pair, 
et la tangente traverse la courbe. 





DES COURBES OSCULATRICES. 
932. Soit 


(1) (x, y', a, bi c,...,/)=0 


une équation renfermant 7-1 constantes arbitraires, 
a, b, c,..., 1, et qui, suivant les valeurs attribuées a ces 
constantes, convient a une infinité de courbes différentes. 
On peut disposer des indéterminées a, 5, c,..., 2, de ma- 
niére que la courbe (1) ait un contact d’un ordre déter- 
miné, du n*"* au plus, en un point donné (x, 7), avec 
une courbe donnée par |’équation 


(2) S=Sf (2). 


Si le contact est du mn" ordre, les n-+-1 conditions 
suivantes seront remplies : ; 


dy __ dy dty' dy dty' dy 
dz dx dx ~ dzi? ” dx® dx 





(a) y=y; 
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dy' d’y ivy’ . . . 
On obtiendra 2+; —~,..., —2-, en différentiant n fois 
dz ax dx* . 
° ar, ° dy d*y d"y 
de suite l’équation (1), et 7» S9-++ aan? en difléren- 


tiant m fois de suite |’équation (2). Les n-+-1 équa- 
tions (a2) détermineront les n +-1 constantes inconnues, 
a,b, c, ..., en fonction des coordonnées du point de 
contact et des coefficients de |’équation (2). 

Quand on détermine les constantes a, 6, c,..., 2, de 
maniére a obtenir le contact de l’ordre le plus élevé pos- 
sible, qui est égal au nombre des constantes moins 1, on 

_dit que parmi toutes les courbes de méme espéce repré- 
sentées par ]’équation (1) celle qui répond a ces valeurs 
des constantes est oscudatrice 4 la courbe y = f(x). 


233. Comme premiére application, considérons la 
droite 


(1) | y =ar+b, 


et la courbe y = f(x). 


L’équation de la droite ne renfermant que deux con- 
stantes arbitraires, on ne pourra établir qu’un contact 
du premier ordre. Il faudra pour cela satisfaire aux deux 


équations 

dy’ dy 
= t -—- —=-— 
y=y e oP ou a Fz 


Si lon remplace y’ par y dans |’équation (1), on aura 
y= ar + b, 
d’ou |’on tire 
dy 


b=y—ax=y— 7 a. 


L’équation (1) deviendra alors 


dy dy d 
y= e+ Tes ou yxy — —y=2Z (2-2), 


ce qui est bien l’équation de la tangente au point (x, y) 
15. 
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DU CERCLE OSCULATEOR, 


234. Appliquons encore les mémes considérations au 
cercle. Soit en coordonnées rectangulaires 


y=S(=) 


’équation d’une courbe. Puisque l’équation générale du 
cercle contient trois constantes arbilraires, le cercle oscu- 
lateur sera celui qui aura avec la courbe donnée un con- 
tact du second ordre. Soit donc 


(1) (2 — E)?-+ (y’— nn)? = 2? 


Péquation de ce cercle inconnu. 
On en tire par deux différentiations successives ; 


, d 

(2) x—§&-+(y'’—n) & =o, 
dy? ust diy" 

(3) I+ dz + (y —n) dz = 0 


Comme on doit avoir 
y=) du — dx’ dx? dg?’ 


sil’on remplace dans les relations (1), (2) et (3) 7’, x, 


ry! . dy d? , 
ss? respectivement par y, an) qr? On aura pour déter- 
miner £, n, p les trois équations 
(4) (2— EP +(y— a =p, 

(5) (x—§)+(y—n ov 0, 
(6) 1+ Do + (y—n) SL =o, 


x et y étant les coordonnées du point de contact. 
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On tire de ces équations : 








dy* dy o\ 
n __ da? : _ ax 7 dx? 
0 oe diy ? ct — dy ? 
dx? dau? 
et enfin e 
dy? 2 or" 
_ (+ 2) dy?\ (14 
ee y\ I dae] aay” 
dx? ds? 
d’ot 
3 
dy?\2 
(42) 
( 7) e =—— d?¥ ° 
dx? 


235. Le numérateur de cette expression étant positif, 
il faut prendre le signe +- ou le signe — suivant que 


da? ee fa ° e 4 e 
“ir est positif ou négatif, si l'on veut avoir la valeur ab- 


solue de pf. 
L’équation (6) montre que 1— yet YF sont toujours 
dx? 
de méme signe. Comme n — y est la différence entre l’or- 
donnée du centre du cercle et l’ordonnée du point de 
contact, il en résulte que le centre du cercle osculateur 
est toujours dans la concavité de la courbe. 

La courbe et le cercle osculateur ayant Ja méme tan- 
gente, le centre du cercle osculateur est sur la normale a 
la courbe au point (x, y); on peut encore le conclure de 
l’équation (5) mise sous la forme 


(8) = 


d’ou résulte que la droite dont le coefficient angulaire est 


— 7 a e e e e e 
z z? c’est-a-dire la droite qui unit le point de contact 
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au centre du cercle osculateur, est perpendiculaire a la 
tangente commune. 

Le cercle osculateur ayant avec la courbe un contact 
du second ordre en général, par conséquent d’ordre pair, 
il s’ensuit qu'il traverse la courbe, excepté en certains 
points particuliers ou le contact est d’yn ordre supérieur 
au second. Dans ce dernier cas, si le contact est d’ordre 
impair, la courbe et son cercle osculateur.sont du méme 
cété de la tangente commune. 

On appelle souvent le cercle osculateur cercle de cour- 
dure ; son centre et son rayon centre et rayon de cour- 
bure. Nous en verrons plus tard la raison. 


236. Comme exemple, proposons-nous d’obtenir le 
rayon de courbure MK d'une 
section conique, en un point 
quelconque. 

Cette courbe rapportée a l'un 
de ses axes de figure et a la tan- 
gente au sommet a pour équa- 
tion 


Fig. 37. 





(1) yi ape t+ gz’. 
En différentiant deux fois cette équation, on trouve 


dy p+t+qzx 
— = ——_ 
dx x 


d?y dy\? __ 
Yan + () = 


dy 
et, en r — sa valeur 
» en mettant pou =, 8a va , 


ay | pet apqrt gx? 
7 de * 7 = 


ou enfin 
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Par suite on a, en valeur absolue, 


(2) P= —— 


Le numérateur de p est le cube de Ja normale MN. En 
effet, le triangle rectangle MNP donne 


d’ou 
d 2\ 2 
+(e 
Donc 
n 
(3) P= 


Ainsi, en tout point d’une section conique, le rayon 
de courbure est égal au cube de la normale, divisé par 
le carré du demi-paramétre. 

Il est, du reste, facile d’obtenir la valeur de p en fonc- 
tion seulement de |’abscisse du point M. En effet, 


dy 


xy? 2pxe+gqz’ et I Fp P+ 


on a, par suite, 
m= 2px gz? +(p+gx)=(q-+q?)x*-+2 pg +2 px-+ p*. 


Donc 


a 


3 
2 


[(g + 97)a?+ ap(1+q)e+ p? 
Pp 


—_—— 
—, 
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VINGTIEME LECON. 
DEVELOPPEES ET ENVELOPPES DE COURBES PLANES. 
Développées et développantes des courhes planes. — Propriétés générales 


des développées. — Application a Ja parabole, a lellipse, a ’ hyperbole. 
— Enveloppe d’une courbe mobile. 





DEVELOPPEES ET DEVELOPPANTES. 


237. Les coordonnées & et 7 du centre de courbure 
correspondant au point M de Ja courbe CM sont déter- 
minées, comme on |]’a vu, par les équations 


d 

(1) z—§+(y—n) 2 =0, 
dy? dy 

(2) I+ 9 tly —1) 7 =o. 


Les centres de courbure K, K,,..., forment une noa- 
Fig. 38. velle courbe FF’ que l’on ap- 
pelle la développée de la courbe 
CM, et celle-ci est appelée la 
développante de FF’; nous ver- 
rons bientét la raison de ces 
dénominations, 
Puisque les équations (1) et (2) 
avec l’équation de la courbe donnée CM 


(3) SI(z,y)=0 


déterminent les coordonnées & et » du centre de cour- 
bure K, relatif au point donné M (x, y) de la courbe CM, 
on aura |’équation du lieu des points K en éliminant 
et y entre les équations (1), (2) et (3). 
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PROPRIETES GENERALES DE LA DEVELOPPEE. 


238. La développée d’une courbe jouit de propriétés 
générales trés-remarquables. 

En premier lieu, les normales a la développante tou- 
chent la développée aux centres de courbure. 

En effet, si l'on prend x pour variable indépendante, 
et que l’on différentie l’équation (1), en y regardant y, 


d: . 
-, £ etn comme les fonctions de x, on a 
dx — dt + (dy — dn) + ay — 
a — d§ + (dy — ) >. (y—1) a” 
ou 
dz [1+ FC + (7 — 0) S3 — d§ — dn = =0, 


ou bien, a cause de l'équation (2), 


dy 
dé +dn ~~ =o, 


dx 
ou enfin 
dy dr . 
(4) di ay 


Cette derniére relation montre que la tangente a la 

développée menée par le point K est perpendiculaire 4 la 

etangente menée par Ie point M a la courbe CM. Donc la 
droite KM est tangente 4 la développée. 


239. Une conséquence immédiate de cette propriété, 
c’est que la développée d’une courbe est le lieu des in- 
tersections successives des normales & cette courbe. En 
effet, considérons les deux normales MK et M, Ky, qui 
touchent la développée aux points K et K,. Soit Ile point 
ou elles se coupent : quand M, se rapproche indéfiniment 
de M, Ja normale M, K, se rapproche de MK, et l’angle 
K, TIS tend vers deux angles droits. Done K,K est le plus 
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grand cété du triangle K,IK, et comme ce cété tend vers 
zéro, il en sera de méme de IK. Par conséquent le point I 
se meut sur la droite fixe MK en se rapprochant indéfi- 
niment de K, que l’on peut considérer comme le point 


d’intersection de la normale MK et de la normale infini- : 


ment voisine. 


240. La difference entre deux rayons de courbure 
MK et M,K, est égale a l’arc K,K de la développee, 
sompris entre les deux centres de courbure correspon- 
dants. 

Pour le démontrer, différentions l’ équation 

p= (x— bP (y—ay, 
en y regardant y, &, et p comme des fonctions de la va- 
riable indépendante zx. Il vient ainsi 


pap = (x — &) (dx — dé) + (y — 2) (dy — dn), 
ou 


a 
pdp = de| 2—8-+(y —n) Z| — (2 —8)db—(y — a) 


ce qui, d’aprés ]’équation (1) du n° 237, se réduit a 
pap =— (t—&)d§—(y —n)dn, 
d’ou l’on tire, en désignant par ¢ l’arc FK, 


dp __E—=a dé n—y dyn 


dso p do p dco 








Mais le second membre est le cosinus de l’angle que la 
droite MK fait avec la tangente 4 la développée au point 
KK. Comme cet angle est nul, son cosinus est égal 4 l’u- 
nité, et Pon a 

dp = de. 


De cette équation on conclut 
p==6 +: C, 
C désignant une constante; on aura de méme 


pi r-t C: 


| 
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donc 
p — piso — o,= arcFK — arcFK,=—arcKK,. 


241. On peut aussi concevoir cette propriété comme 
une conséquence de ce que la développée est le lieu des 

Fig. 39. = intersections successives des normales a la 
x, MA courbe donnée. En effet, remplagons un 
petit arc KK, de la développée par sa corde, 
et supposons que cette ligne prolongée 
rencontre la courbe en M. La droite KM 
différera trés-peu de la normale KN menée 
par le point K, et K,M trés-peu de la nor- 
male K,N, menée par le point K,, en sorte qu’on aura, 
en négligeant des infiniment petits du second ordre, 





KK, —KM —_— K,M— KN — K,N,. 


C’est cette propriété de la courbe FK qui lui a fait 
donner le nom de développée. En effet, imaginons un 
fil dont une partie soit enroulée sur FK, et dont |’autre 

Fig. §o. partie, tendue suivant la tan- 
gente K,M,, se termine en M, 
sur la courbe CM. Je dis que si 
l’on déroule ce fil cn le tenant 
toujours tendu, son extrémité 
décrira la courbe CM. Car sup- 
posons que la partie rectiligne 
soit maintenant dirigée suivant la tangente KM, et que 
Yextrémité aboutisse au point G: ona 


GK = M,K,+K,K, 





puisque K, K est la partie qui est devenue rectiligne. Mais 
d’ailleurs on a aussi MK = M,K,-+K,K. On aura donc 
GK = MK et G coincidera avec le point M sur Ja courbe 
CM : donc l’extrémité du fil décrira la courbe CM. 


242. Une méme courbe FK a une infinité de dévelop- 
pantes, et pour les décrire i] suffira d’allonger ou de di- 
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minuer le fil d'une quantité arbitraire. Les tangentes a 
la courbe FK sont normales a toutes les développantes, 
d’ot il suit que celles-ci ont les mémes normales et les 
mémes centres de courbure; et comme elles interceptent 
sur leurs normales communes des longueurs constantes, 
on peut, au moyen d’une développante, obtenir toutes les 
autres. 


243. Si une courbe est algébrique, les rayons de ses 
cercles osculateurs auront aussi une expression algébrique 
d’apreés les formules trouvées précédemment : par consé- 
quent, un arc de la développée, qui est la différence de 

ux de ces rayons, aura, dans ce cas, une expression 
deux d yons, , d 0 
algébrique, et cette courbe sera rectifiable. . 


RAYON DE COURBURE ET DEVELOPPEE DE LA PARABOLE. 

244. Appliquons la théorie précédente a la parabole 
Fig. 41. dont |’équation est 

yxy —=2per. 


Nous avons trouvé, en désignant 
par 7 la normale MN, et par p 
le rayon de courbure au point M, 





p=5 (236). 


Si l’on veut exprimer ce rayon en fonction des coor- 
données du point M, il faudra différentier deux fois I’é- 
quation y*= 2px, ce qui donne 


dy p  d'y p? 


dz x dst y 


Donc on a, en valeur absolue, 
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Pour avoir l’équation de la développée, substituons les 


dy dy , . 
valeurs de an et de sa dans les équations 


‘dy 
z—§E+(y—n) 7 =0, 


il vient 
P_ Pp’ Pr 
—E+(y—n) > =o, t+ (r—1) =o. 
L’élimination de x et de y entre ces équations et celle de 


la courbe conduit 4 l’équation de la développée. De la 
seconde on tire 


a 
z2—§+p+—-=0 
P ? ? 
d’ou 
E—p=—32 
On a donc 
y= pr, x= 5 (E—p) et y?=2p2r, 
dou ° 
; y= pv 
et 
2, 3 
y= (2pe P= | (5 —p)| 
Donc 
pros © pep) 
27 
et e 
8 
2—— _ — n 3 
= app & —P! 


Si l’on transporte l’axe des ordonnées parallélement a 
lui-méme jusqu’au point O, tel que AO = p, Véquation 
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prend la forme plus simple 7° +- = é’°, ou simplement 


Cette courbe a la forme KOL (fig. 41, p. 236). Elle 
est symétrique par rapport a l’axe des abscisses, ce qui 
était évident 4 priori, et s’étend 4 l’infini du cété des x 


positifs. 
En différentiant, on trouve 
dn 3./8 + 
— == ~¢/——£?, 
di 2Y 29p 


din _ 3 \/ Boer tt 
a AV op "op ve 
Le signe de id est le méme que celui de 1; par consé- 


4 


quent, la courbe est partout convexe vers l’axe des ab- 
scisses. 


RAYON DE COURBURE ET DEVELOPPEE DE L’ ELLIPSE. 


245. Soit 
a? y? + 6222 — a’? 


@ vs ° , 5) : 
I’équation d’une ellipse rapportée 4 son centre et a ses 


axes. On en tire . 
dy Bx By bs 
dz” ay’ da? —~=«CY: 


Cela posé, la formule connue du rayon de courbure 
donne 


pan? 
_ (+ 55) (bat 4 aty?)? 
P —_ x — aibs 


Pour avoir la développée de ellipse, reprenons les 
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deux équations 





dy? d’y 
(1) It+aat (y — x) me 
iy 
(9 — — — —O. 
\ ) z—F+(y —x) dz Oo 
dy d’y , 
Quand on remplace — et ar par leurs valeurs, |’équa- 


tion (1) devient 


aly? + bi2z?y — ab'(y—n)=0, 


ou 
~ (aty? + ba?) x 
S18 = 
_ at y?-+ b2 (a? 6? — ay?) 
— a? b' 
(a? — b2 ytt bs 
aah +h, 


et posant a?— b* = c’, il viendra 


b§ +. ¢? 2\ a- 12 a3 
yon Cer or) =y+ ori 
ou enfin | 
c? ¥$ 
(3) 1=— TF" 


En permutant dans la relation (3) x et y, a et 0, ce 
qui change c? en —c’, on aura 
ex 
(4) t= Ts: 


, : , c 
Par conséquent, si l'on pose, pour abréger, — =A et 
é 


c? 


En substituant ces valeurs dans l’équation de lellipse, 
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(+). 


on a, pour ]’équation de la développée, 


2 2 
3 3 ” 3 
_ = =I. 
(a) e ( A + B 
La courbe représentée par cette équation est symé- 
Fig. 42. trique par rapport aux axes 
de lellipse, comme, du 


reste, on pouvait le pré- 
voir. Pour 7 = 0, ona 


mise sous la forme 


2 
E—==xtA —+°, 
a 


ce qui donne deux pointsG, 
G’, situés sur l’axe des x 
entre les foyers. On obtiendra de méme les points H, H’, 
ou la développée rencontre l’axe des y. 

En différentiant I’équation («) deux fois de suite, on a 





wis 


3 dy? n tary _ 
BS (5) BT 
De la on tire 
E I n 1 [dy 
diy (i) a (5) Bi (7) 
de? 7 


d?y 


Or 7B 


le numératcur est positif. Par suite, cette dérivée a le 


est de méme signe que le dénominateur, puisque 


— 
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méme signe que 7. Donc la courbe tourne partout sa 
convexité vers l’axe des x. 

On a ensuite 


cette dérivée étant nulle pour 7 = 0 et infinie pour — =o, 
on en conclut que les axes sont tangents 4 la courbe aux 
points G, G’, H et H’, qui, 4 cause de la symétrie de la 
figure, doivent étre des points de rebroussement. 


RAYON DE COURBURE ET DEVELOPPEE DE L’ HYPERBOLE. 


246. Le rayon de courbure et la développée de l’hy- 
perbole peuvent se déduire de ce qui précéce en chan- 
geant 6* en — 5°, On a ainsi pour le rayon de courbure 


(b'22 + a‘ y?) 
P— ab! 


et, pour I’équation de la développée, 


en posant c* = a* + 5°, =A et =B. 
La développée de l’hyperbole se compose de deux 
Fig. 43. branches infinies HGK, 
H’G'K’, symétriques par 
rapport aux deux axes; elle 
a deux points de rebrousse- 
mentG etG’ situés sur l’axe 
transverse au dela des foyers 
par rapport au centre, et 
elle tourne partout sa con- 





vexité vers l’axe transverse. 
Sturm. —- 4n., I. 16 
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ENVELOPPE D UNE COURBE MOBILE. 


247. Quand une courbe se meut sur un plan, en chan- 
geant de forme suivant une loi déterminée, en général 
elle touche constamment une courbe fixe qu'on nomme 
son enveloppe. On peut supposer que la courbe mobile 
est représentée par une équation 


(1) F(x, 7, c) = 0, 


dans laquelle c est un paramétre que I’on fait varier d’une 
maniére continue. Si l’on donne a ce paramétre deux va- 
leurs successives c et c-+ Ac, les courbes représentées 
par les équations 


F(c,y,c)=0, F(a, y¥,e+4c)=0, 
se couperont en un point (x, y), pour lequel on aura 
F(a, y, e+ Ac) — F(z, 7, c)=0, 


et, par suite, 


(2) EUG ret he) Fleer c) 


Si Ac diminue indéfiniment, les coordonnées du point 


(x,y) qui ne cessent pas de satisfaire aux équations (1) 
et (2) vérifieront, a la limite, les équations 


dF 
dco 


(3) F(z, Vs c)=0, 


On obtiendra donc le point limite M de l’intersection de 
la:courbe (1) et de la courbe infiniment voisine, en résol- 
vant les équations (3). Si maintenant on élimine c entre 
ces équations, on aura le lieu des points M, c’est-a-dire le 
lieu des intersections successives des courbes représentées 
par l’équation (1). 

Je dis que ce lieu est l’enveloppe cherchée. En effet, 
une courbe A représentée par l’équation (1) est coupée 
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par celle qui la précéde, B, et par celle qui la suit, C, en 
deux points qui finissent par se confondre. La droite qui 
joint ces deux points tend donc a devenir tangente a la 
courbe A. Elle tend d’ailleurs évidemment 4 devenir 
tangente au lieu des intersections successives. Donec ce 
lieu est tangent & toutes les courbes représentées par 
’équation (1). 


EXERCICES. 
1. Développée de la courbe 
3ay7 = az 


SOLUTION. 
81ay*= 16 (2a + a? — 6ax)° (+ fa? — bax —a). 
2. Deéveloppée de la courbe 


2 2 2 
x+y? =a’, 
SoLurION. 


2 2 2 
(et y)'+ (x— yx)? = aa’, 
3. Enveloppe des ellipses concentriques dont les axes ont les 
mémes directions, et pour lesquelles la somme de ces axes est con- 
stante. 


SOLUTION. ; ; 

On trouve le méme lieu quand on cherche |’enveloppe d’uné droite 
de longueur constante (4), qui se meut en s’appuyant sur deux 
droites rectangulaires. 


16. 


244 COURS D’ANALYSE. 


VINGT ET UNIEME LECON. 
ETUDE PARTICULIERE DE LA CYCLOIDE. 


Définition et équation de la courbe. — Tangente et normale. — Rayon du 
cercle osculateur. — Développée. — Longueur d’un are de cycloide. 


DEFINITION ET EQUATION DE LA CYCLOIDE. 


248. La cycloide est le lieu des positions d’un point M 
donné sur un cercle qui roule sans glisser sur une droite 
indéfinie Ax. 

Prenons pour axe des abscisses la droite Ax, pour ori- 
gine le point A, ou se trouve le point générateur M a 
Yorigine du mouvement, et pour axe des ordonnées la 
perpendiculaire Ay. 


On reconnait, @ priori, que lordonnée est maximum 
e a e I e 
au point C, correspondant 4 l’abscisse AD = 4 cire. OM: 


que la courbe rencontre de nouveau l’axe des x en un 
Fig. 44. point A’ dont l’abscisse 

y est égale a Ja longueur 
de la circonférence gé- 
nératrice, et que la por- 
tion CA’ de la courbe est 
symétrique de ]’arc CA 
par rapport 4 CD; en- 
suite qu’au dela du 
point A’, comme a gauche du point A, il existe une infi- 
nité d’arcs identiques a ACA’. 

Cherchons maintenant |’équation de la courbe. Soient 
AP = x, MP = y les coordonnées d'un point M du lieu, 
MO = a et MOH = yu; joignons MO et menons MI per- 
pendiculaire 4 GH. 











VINGT ET UNIEME LEGON. 249 


D’aprés le mode méme de génération, I’ arc de cercle MH 
est égal 4 la portion de droite AH. On a 


a — AH — PH = areMH — MI = az — asinu=a(u — sinu), 
y = OH — 10 = a — acosu=a(I— cosz). 


Il ne s’agit donc plus, pour avoir l’équation de la cy- 
cloide, que d’éliminer u entre les deux équations 


(1) z—=a(u— sina); 


(2) y =a(1— cos). 


Or la derniére donne 








cos & =— ou &=— arc cos ? 


a—y a—y 
a 
dou 


ee VOY, 
_ a 


sin 


Portant ces valeurs dans I’équation (1), on a l’équation 
de la cycloide, 





(3) x == @ arc COS I= 2ay— y'- 


Pour: expliquer le double signe du radical ou de sinu, 
on remarque que si le point M est sur larc AC, on a 
u< nm et sinu> o. Mais si le point M était sur Yare CA’, 
on aurait u>m et sinu<o. Done le signe supérieur 
convient a l’arc AC, et le signe inférieur 4 l’arc CA’. 


TANGENTE ET NORMALE. 


eante & Cate ata 1a 
249, Pour obtenir =e on pourrait différentier I’équa- 


tion (3), mais il est plus simple de différentier les équa- 
tions (1) et (2), dans lesquelles x et y sont fonctions de 
la variable indépendante u, ce qui donne 

dx = adu(1 — cosu) = ydu, 


dy = adusinu = du V2ay — 7? 
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Divisant membre a membre, il vient 


dy _ yay —y 
dz Xx 
rey 
La sous-normale au point M ayant pour valeur ——, 


on voit qu'elle est égale 4 Y2ay — y*. Or 
v2ay — 7 = Vy(2a— y) = VIN XIG=MI ou PH. 


Donc MH est la normale au point M, et, par suite, MG, 
perpendiculaire 4 MH, est la tangente en ce point. 

De 1a résulte un moyen trés-simple de mener une tan- 
gente 4 la cycloide par un point M de cette courbe. Sup- 
posons le cercle CmD décrit sur ordonnée maximum 
comme diamétre; menons Mm paralléle a Ax : une 
paralléle 4 Cm, menée par le point M, sera la tangente 
cherchée. 


250. La longueur de la normale, au point M, a pour 
expression 


ay angry — Vay 
\/ 73+ aa = V9 + nay — 7? = V2ay. 


Or GH = 2a, IH = y. Cette longueur est donc moyenne 
proportionnelle entre IH et GH; c'est done la ligne MH 
elle-méme. 





e 
RAYON ET CENTRE DU CERCLE OSCULATEUR. 

951. Ona 
dy  VY2ay—y"? __ 2a 





dz yx yy 13 
donc 
dy? 2a : 
dz? yx ? 
d’ou 
> dy @y  2ady 
dz dx* —y*®_ dz 
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ou 





d 77 
dx? 


connue du rayon de courbure, on trouve 


e d: e 
Substituant ces valeurs de oA et de dans l’expression 


(F) 
3 ———— 
2— oe = pa, done p= 2//2ay. 
y' 
Mais . 
V2ay — (GH X 1H = MH, 


donc le rayon de courbure est double de MH, et puisque 
d’ailleurs MH est la normale au point M, on aura le 
centre de courbure en prenant sur la direction de MH 


un point N tel quae MN = 2MH. 


DEVELOPPEE DE LA CYCLOIDE. 


252. Ce résultat donne trés-simplement la développée 
de la cycloide. 

Soit HNL un cercle égal au cercle OM, tangent au 
point H a l’axe Ax, au-dessous de cette droite; menons 
LE paralléle 4 Az, et prolongeons le diametre CD jus- 
qu’a sa rencontre en E avec LE; les arcs MH et NH étant 
égaux, on a . 

arc NH = AH; 


d’ailleurs 
arcHNL — AD. 


Donc 
arcNL — AD — AH = DH = LE. 


Ainsi la développée de la cycloide est engendrée par 
le mouvement d’un point N placé sur la circonférence 
d’un cercle égal au cercle OM, mais qui roulerait sur 
une paralléle LE 4 Ax, au-dessous de cette droite, et a 
une distance de celle-ci égale au diamétre du cercle mo- 
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bile. Cette développée est done une cycloide égale a la 
premiere. 

On peut d’ailleurs le démontrer sans connaitre la lon- 
gueur du rayon de courbure..En effet, de méme que MG 
est tangente a AMC en M, NH ou MN est la tangente en 
N ala cycloide ANE. Donc cette derniére courbe est le 
lieu des intersections successives des normales consécu- 
tives ala cycloide ACA’, et par conséquent elle en est la 
développée. 


253. On retrouve le méme résultat par le calcul. 


Ona 
dy __, fsa ' d*y —s@ 
dx yx 7 dat oy? 


Substituons ces valeurs dans les équations 


dy? d3y 
I+ az? + (J —1) dx? 4 
d 


La premiére équation donne 


= T(r 1) =0 oubien 2ay—a(y—2n)=09, 
ou enfin 
(1) ee Aah 


On tire de la seconde équation 
| 2a 
28+ (y—2)(/*2-1=0, 
J 
ou, en remplagant y par sa valeur et transposant, 


2a 
e=tt+anj/— 2-1, 


ou enfin, en faisant passer » sous le radical, dont le signe 


mT ee ne oe 
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doit étre changé puisque n est négatif, 
(2) 2=§—2V—aan—a. 
Substituant les valeurs (1) et (2) dans l’équation de la 
cycloide, : 


(3) x= aarccos “—* — aay —7', 


a 





on a, pour l’équation dela développée, 
(4) §=aarecos* +" + (—aan—w. 


a 





Supposons maintenant qu’on prenne pour axes les 
droites Ex’ et Ey’; nommons z’ et y’ les nouvelles coor- 
Fig. 45. données d’un point quelconque 

N de la développée : puisque 


AD=na, DE=2a, 
on aura 


§=AD—DI=2ra—v2’, 


n=NR—IR= 7’ — 2a. 





Substituant ces valeurs de & et de n dans l’équation (4), 
Péquation de la développée par rapport aux nouveaux 


axes devient 
, 


x 


24 Var F, 


na — 2! = aarccos 





ou bien 


7 ——. 
a a (= —arccca” =") y2ay!— y?, 








ou enfin, comme deux arcs supplémentaires ont des co- 
sinus égaux et de signes contraires, 


a—y' 





2 = aarceos ( ) — \aayay. 


a 


Cette équation, comparée a |équation (3), montre que 
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la développée de la cycloide est une cycloide égale, placée 
par rapport aux axes Ex’, Ey’, comme ela proposée par 
rapport aux axes primitifs. 


LONGUEUR DUN ARC DE CYCLOIDE. 


254. La ligne MN, double de HN, est le rayonde cour- 
bure correspondant au point M de la cycloide dévelop- 
pante, ou la tangente menée par le point N a la cycloide 
ANE développée de la premiére. De plus, au point A, le 
rayon de courbure est nul puisque la normale MH devient 
nulle pour ce point. Donc, comme un arc de développée 
est égal a la différence des rayons de courbure extrémes, 


ona 
arcAN — MN = 2NH. 


En revenant a Ja cycloide proposée, on peut dire que l’arc 
CM est égal 4 2MG. 
Exprimons maintenant cet arc en fonction des coor- 
données de son extrémité. 
Ona | 
arcCM = 2MG =2/2a.MQ, 
ou bien, puisque MQ = 2a — y, 


arcCM = 2 ¥4a?— 2ay. 


a 


255. On peut encore parvenir a ce résultat par le 
calcul. 
En effet, soit CM = s un arc compté a partir du som- 


met C; on aura 
/ dx? 
Is —=atkd . 
ads = —may i+ 


de yx 
nay — x 





Or ona 


donc 


ds = =k dy ————— V20 ° 
j2a—y 
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Mais l’arc CM diminue lorsque y augmente ; on doit donc 
prendre le signe —, et écrire 


s=— _Vaq 2yYV2a2y2a— 
ds = ” aan d( y2ay y)s 


s=2V2aV2ea—y+C, 


s== 2 V4a?'— 2ay +C. 


donc 


ou 


C est une constanle que l’on détermine en faisaut y = 2a, 
ce qui donne s = 0, et, par suite, C=o0. Ona donc, comme 


plus haut, 
arc CM = 2 /4a?— 2ay. 


256. Si l'on suppose y = 0, on aura 


arc CA = 4a, 
et, par suite, 
arc ACA’ = 8a, 


Ainsi 2’are entier de la cycloide est égal a4 quatre fois 
le diamétre du cercle générateur. 


EXERCICES. 


4. Quand une courbe plane C roule sans glisser sur une autre 
courbe fixe C’, chaque point du plan de la premiére décrit une 
courbe dont la normale passe a chaque instant par le point de con- 
tact de C et de C’. 


2. Discuter la courbe engendrée par un point qui se meut d’un 
mouvement uniforme sur un cercle dont le centre se meut aussi 
d’un mouvement uniforme et en ligne droite. 


3. Le lieu des points d’ou l'on peut mener & une cycloide deux 
tangentes formant un angle droit est une cycloide accourcie (courbe 
du n° 2, quand la vitesse du centre est moindre que celle du point 
décrivant). 
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VINGT-DEUXIEME LECON. 
COURBURE DES COURBES PLANES. 


Expression du rayon de courbure quand la variable indépendante est 
quelconque. — Application aux coordonnées polaires. — Théorie de la 
courbure des courbes planes. — Identité du cercle de courbure et da 
cercle osculateur. — Applications. 


EXPRESSION DU RAYON DE COURBURE QUAND LA VARIABLE 
INDEPENDANTE EST QUELCONQUE. 


257, En prenant x pour variable indépendante, nous 
avons trouvé 


Supposons maintenant que x et y soient fonctions 
d’une autre variable ¢, et cherchons, dans cette hypothése, 


dy 


— conserve la méme 
dx 


expression de p. On sait (92) que 


dxd*y — dyd’x 
dz 





d?y ,. , 
forme, et que aa doit étre remplacé par 


3 
dy*\? 
(1+ -) 


P= dzd*y — dy dx 


On aura donc 


ax 
ou bien 
3 
(1) _ _ (dx? + dy’)" 
0 dad*y — dyd*a 





expression dans laquelle les ditférentielles de x et de y 
sont prises en regardant ¢ comme variable indépendante. 
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Exemp.e. — La cycloide est représentée par l'ensemble 
des deux équations 
z2—a(u—sinu), y=a(1—cose). 


De la on déduit, en prenant u pour variable indépen- 


dante, 
dx=a(1t—cosu)du, d?x=asinudu’, 
dy =asinuds, d*y =a cosudu’, 
Par conséquent, 
dz? +- dy’ = (1 — 2. cosu + cos*u + sin’u)a*du*, 
dxd*? y — dy d’*x = (cosu — cos’u — sin’u)a*du', 
ou 
dz? +- dy? = 2(1— cosu)a’du?, 
dzd*? y — dyd*z = — (1 — cosu)a*du'. 
Par suite, 
8 
2 (1— cosa)’ adu3 


4 
= 2 (1— cosa) a®du® = 2a ¥2(1— cosuz)?- 


"°o 


Or, 


t—cosu=~- 
a 


paaayay/Z =a 2aye 


EXPRESSION DU RAYON DE COURBURE EN COORDONNEES 
POLAIRES. 


Donc 


258. La formule (1) conduit 4 l’expression du rayon 

Fig. 46. de courbure au point M, en 
fonction des coordonnées po- 
laires de ce point. Pour cela, 
menons par le pdle deux axes 
rectangulaires Ox et Oy. Soient 


xOA=2, OP=2z, MP=y, 
OM=r, MOA=8@, 
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on aura 
z==rcos(@—a), yorsin(@—a@), 
ou en posant, pour abréger, 6 — a = 6’, 
x—=rcost’, y=rsind’. 
De 1a on tire, en observant que dé’ = d8, 
dx = dr cos6’ — rd@ sin’, 
dy — drsin@’ +. rd6cos0’, 
d?a — d*rcos’ — 2 drd§ sin’ — rd6*cos6’, 
d? y= d’rsin6' +- 2 drd6 cos6’ — rd6* sing’. 
On aura donc ; 
dz? +- dy?= dr* cos? 6! +- r? sin? 6' d6? +- dr? sin? 6! -+- r?cos?6'd@ 
= dr? (sin? 6’ +- cos? 6’) +- r?d6*( sin? 6’ +- cos? 6’), 
et, toutes réductions faites, 
(2) dz? +- dy? = dr? + rd@?, 
De méme, 
dad*y — dydtx 
= (drcos 6!— rd@ sin 6’) (d?r sin 6! +- 2drd 6 cos 6’ — rd@ sin 6’) 
— (drsin@ +-rd6cos6’) (d?r-cos6' — 2drd6@ sin 6’— rd 6? cos6’) 
= d'’r(drsin®@ cos6’— rd@ sin? 6’— drsin 6’ cos 6'— rd@ cos? 6") 
-+- 2.dr?(d@cos?6’-+- d@sin?6’) -+ r?(sin?6’d6°-++- cos?6’ dé), 
ou, en simplifiant, 
(3) dxd*?y — dyd’?*x — 2dr*d — rddd'r+ rd. 


Substituant les valeurs (2) et (3) dans la formule (1), on 
obtient 


3 
_ (dr? +- rd@?)’ 
P= 9 dr?d§ — rd?rd@ + r?d@ 


ou bien 
dr?\? 
r? + —— 
(4) p= ( ze) 
ret 2 ” ar 
de do 
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Ce résultat s’obtient d’ailleurs plus simplement en fai- 
sant coincider l’axe Ox avec OM. II faut faire alors « = 6, 


et l’on a 
dz=—dr, dy—rd@, 


Px d'r—rd@?, d?y =2drdé. 
259. On introduit quelquefois, au lieu du rayon vec- 
teur 7, sa valeur inverse dans l’expression du rayon de 


courbure. Soit 


u 
tlen résulte 
dr—= — al ar adi ee 
u u 
Donc 
3 
I 1 du?\? I I a) 
_ u? us do? uw? ul dG? 
P— 1 + 2 du’ ud?u—2du? 1 d7u 
uw us dG u'd @? u? ue d @ 
ou enfin 
3 
_ du? \ ? 
(5) __ dG? 
~ url w+ avn 
d@ 


_ 260. Exempres. 1° Courbes du second degré. L’ équa- 
tion générale des courbes du second degré, rapportées a 


l'un des foyers et a l’axe focal, est 


P 1 + eco0s§ 
r= """|-—-_- em 
I+ ecosé P 


On aura, dans ce cas, 


du — £ sinéd@, d?u—=— F cos 6d 6?, 
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et la formule (5) donnera 


. 2 | 2 
[st ecosel” enn] 
Et ecostet (Leen e ) 
——_,——- | ————_ — = sé 
P P P 


ou bicn 
FE} 
(1 + 2e¢c086 + e*)? 


P=P (1+ecosd)> 


2° Spirale logarithmique : r= ae™’, 
On tire de cette équation : 


dr __ m6 __ adr mdr 
a ae, TG = a 


=—m'r. 


Substituant ces valeurs dans la formule (4), on a 


_ [r?(1+ m) |" 
r?(1-+ m?) 
ou bien 


p= ryVi-t m’. 


Soient MK la normale et OK la sous-normale du point 


Fig. .47. 


considéré, Le triangle rectangle 


KOM donne 


MK — VOM +0K 


— (Fr tang OMK. 





A 





Or, on a 


tangOMK = cotOMT =m, 


MK =ryi-+ m= p. 


Ainsi l’extrémité K de la sous-normale est le centre de 
courbure. 

Pour trouver |’équation de la développée, prenons un 
nouvel axe polaire OB, incliné d’un angle @ sur le pre- 


donc 
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mier. K étant l’un quelconque des points du lieu, soient 


OK = r’ et KOB = @’, on aura 


r = mr—=mae"®: 


mais 6! +- a = 6 + = donc l’équation de la développée 


sera 


ou bien 


Comme «a est arbitraire, déterminons cette quantité 
de telle sorte que |’on ait 


(«-§) 
m(a—-— 
me 2/ =], 


ce qui donne 


ri 
Im +m (a— =) =o, ou «= -—-—: 


Péquation de la développée deviendra 


On voit que la développée est une spirale logarithmique 
égale & la premiére, mais différemment placée. 


DE LA COURBURE DES COURBES PLANES. 


261. On doit considérer la courbure d’une circonfé- 
rence comme étant la méme en tous ses points, et d’au- 
tant plus grande que son rayon R est plus petit, ou que 


Ja valeur inverse x est plus grande. Il est donc naturel de 


I 
prendre | pour mesure de la courbure du cercle. 


On congoit mieux cette définition si l’on considére un 
Sturm. —- An., I. 19 
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cercle tangent 4 une droite en un point, et que l'on 
éloigne de plus en plus le centre sur la perpendiculaire 
a cette droite en ce point. Le cercle mobile, dans une de 
ses positions, sera compris entre la droite fixe et le cercle 
précédent, et, par conséquent, il s’approchera d’autant 
plus de la droite que son rayon sera plus grand. 

Soient MT et M’'T’ deux tangentes a une circonférence 
dont le rayon MK est égal a R, 
et soit HIM’ = wo. On aura 


Fig. 48. 


arc MM’ = Ro, 


puisque ]’angle MKM’ est égal 
4 HIM’; donc 





I __ @) 
R arcMM! 


Ainsi la courbure d’un cercle est égale 4 langle de 
deux tangentes divisé par l’arc compris entre les points 
- de contact. 


262. Considérons maintenant une courbe quelconque 
CMM’'U. Cétant un point fixe pris sur cette courbe, soient 
CM =s, MM’= As; tl’angle MTz, 7’ l’angle M'T’ax, 
formés par les tangentes MT et M’T” avec Ox, et Ar la 
différence de ces angles, c’est-a-dire l’angle HIM’. 


‘ . ° , At . 
Si la courbe était une circonférence de cercle, x; serait 


Fig. 4g. _ sa courbure au point M, et ce 
y rapport serait indépendant de 
As. Quand la courbe est quel- 


At . 
conque, le rapport a5? qui va- 





rie avec As, est appelé la cour- 
* bure moyenne de l’arc MM’, et 
Pon nomme rayon de courbure 
moyenne le rayon d'un cercle dans lequel les tangentes 
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menées aux extrémités d’un arc égal a As font entre elles 


re ) As 
un angle égal a At. Le rayon de ce cercle est x 
Supposons maintenant que le point M’ se rapproche 


* yep . At 
indéfiniment du point M : le rapport x; comvergera vers 


d . . . 
=? qui sera dit la courbure de la courbe au point M. 


Concevons un cercle ayant la méme courbure, et soit p 
son rayon : on aura 


Si Pon prend sur Ja partie intérieure de Ja normale une 
longueur MK = p, le cercle décrit du point K comme 
centre avec MK comme rayon sera le cercle de courbure, 
le rayon et le centre de ce cercle seront le rayon et le 
centre de courbure correspondant au point M. 

On appelle angle de contingence |’angle dt formé par 
les tangentes menées aux extrémités d’un arc infiniment 
petit. On peut donc dire que fa courbure d’une courbe 
en un point est égale 4 l’angle de contingence divisé 
par la différentielle de Varc. 


IDENTITE DU CERCLE DE COURBURE ET DU CERCLE 
OSCULATEUR. 


263. Le cercle de courbure est le méme que le cercle 
osculateur, déterminé par la théorie des contacts; en 


effet, on a | 
dy? 
= d. — 
ds ef + dee? 


dy 

d oP 
dt=—d (are tang “4 — a 
Ty oe 


f 
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donc 
dy? or) 
ds Vr S(4+$ 
dx? = dy 
de 
ax 
ou 
ar*\ 2 
_ (1+ daz? 
dy ? 
dx? 


ce qui montre bien que p, ou le rayon de courbure, est 
égal au rayon du cercle osculateur, et, par suite, que le 
cercle de courbure se confond avec le cercle osculateur. 


264. On peut démontrer ce théoreme par la géométrie. 
Soient MK et M’G ( fig. 49, p. 258) les normales en M et 
en M’ a la courbe donnée, G leur point d’intersection, 
et MK le rayon de courbure au point M. Joignons MM’; 
ona ; 

MG : MM’ = sinMM’G:sinG, 





d’ou 
MG — MM’ sin MM! G. 
sin G 
ou bien 
_. MM’ G arc MIM’ . , 
MG = arcMM’ sinG G >< sin MM G. 


A la limite, quand le point M’ vient coincider avec M, 
la droite MM’ devient tangente : par suite l’angle MM’G 
devient droit, et son sinus a pour valeur l’unité. On a 
d’ailleurs 





im MM =I im G =I 
arcMM”” sinG ” 
_ arcMM’ . As ds 
lim — lim — = s 





G ar dt 
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donc 
ds 


lim MG —= — = MK. 
dt 
Ainsi le centre de courbure K est l’intersection de deux 
normales infiniment voisines : donc il se confond avec 
Je centre du cercle osculateur; et, par suite, le rayon de 
courbure (262) est aussi le rayon du cercle osculateur. 


265. Nous avons démontré l’identité du rayon de cour- 
bure et du rayon du cercle osculateur en déduisant la 
valeur de ce dernier de celle du rayon de courbure : nous 
pouvons parvenir au méme résultat en suivant une mar- 
che inverse, c’est-a-dire en déduisant la valeur du rayon 
de courbure de celle du rayon du cercle osculateur. 

En effet, le rayon du cercle osculateur au point M est 


at 
(a5) oy 
_ qn 
P———py yx | sayin a aa 
2 + oe 
Or, ” 
d "y* _ aaidiad 
& 09 I+ 7 = Vda + dy’ = ds, 
dy 
dz dy 
oe =4 (are tang &] =dt; 
dz? 
done, 
__ ds 
eat 


EXPRESSION DU RAYON DE COURBURE EN COORDONNEES 
POLAIRES. 


266. Pour obtenir l’expression du rayon ce courbure 
en coordonnées polaires, nous partirons de la formule 
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p= S.. Soit » l’angle que la tangente au point M fait 


avec le rayon vecteur : on aura 


Fig. 5o. — rd 
tang p = dr y] 
mais 
AOS p=t—8, 
° donc 
1 ar 
(r) cot (t — 9) = =~ 


On en déduit 

d§—dt 1 dr dt da [i dr 
Tg (IN) OF My gint(e— 9) (2 &). 
sin?(t — 6) (; 75)? ap 1 sin'(t— 0) (555) 
Mais l’équation (1) donne 
I 


sin? (t — 6) — Tr adr\?? 





done 
r+(3 *\ d {1 dr 

(2) dt r do} do\r dé 

ag I+ 1 dr\? 
r dQ 

D’ailleurs nous avons 
ds = VG Pde ar | + ao 
sa dr’? +r =" = + ; 


ou bien, 


ds 1 dr 172 


Done, en divisant I’équation (3) par l’équation (2), on 


aura 
dr?\ ? 
ds (2+ 7a) 
Pde dr dr 
ag? dQ? 


formule déja trouvée (n° 258). 
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267. Appliquons ce résultat a la spirale logarithmique 


r=—ae™, 


Soient MO = r et MOL = 6 les coordonnées polaires du 
point M. On a 


—_— dr 
ds = Vdr? + r37dQ?— dQ@ r+ FTL 


. dr 
ou bien, a cause de 5s 


ds = rd@ V 1+ m?, 
Maintenant on a, en posant l’angle OMT = 4, 
c= O-+4B. 


Fig. 51. Or, dans la spirale logarith- 
mique, » étant constant, puis- 


que tangy = —, onadt= dé. 


Par suite 
ds 
P—7 =ryitm, 


comme on I’a déja trouvé (n° 260, 2°). 





EXERCICES. 


Rayons de courbure des courbes suivantes : 


4. 3ay’ = 22", 2— (244+ 32) 


3@ 
(3 -=) y 
9 — & e id —v.. 
*: y=a\e re 7 Poe 
3 
5 + 4086)? 
3. r=a(2cos§ +1), p= a asa 
a 
4, r= a’ c0s2.9, P= 3 
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VINGT-TROISIEME LECON. 
DES COURBES A DOUBLE COURBURE. 


Equations de la tangente. — Angles de la tangente avec les axes des coor 
données. — Plan normal. — Différentielle d'un are de courbe. — Limite 
du rapport d'un are a sa corde. 


EQUATIONS DE LA TANGENTE. 


268. On appelle courbes 4 double courbure celles dont 
tous les points ne sont pas dans un méme plan. 

Une courbe 4 double courbure est représentée, comme 
on le sait, par deux équations 


(1) F(a, Y, %)=0, 

(2) p(t, y, 2)=0, 

qui appartiennent 4 deux surfaces dont cette courbe est 
l‘intersection. 

On choisit ordinairement pour surfaces auxiliaires des 
cylindres paralléles aux axes, et alors la courbure est re- 
présentée par deux équations dont chacune ne renferme 
que deux variables. 


269. Pour obtenir les équations de la tangente menée a 

Fig. 52. une courbe par un point M, nous 
chercherons d’abord les équa- 
tions d’une sécante MM’. Soient 
x, ¥, 2 les coordonnées du 
point M, et x+ Az, y+ Ay, 
z+ Az celles du point M’. Les 
équations dela sécante MM’ sont 





A Az 
Y—y=—~(X—2), Z—2=—(X—2), 


X, Y, Z étant les coordunnées courantes. 
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Or, si le point M’ se rapproche indéfiniment du point M, 
la sécante MM’ devient a la limite tangente a la courbe 


‘ } . ° A Az 
au point M, les coefficients angulaires —7, —, tendent 
. Aw Ax 


a: d 
vers — et — 


a et 7 et l’on a les équations de la tangente, 


 ] 
ad dz 
(4) Y—-y=Z(xX—2), Z-2= 5 (K—2), 


ot % et % sont les dérivées de y et de z rt 
nets es dériv y par rappo 
a x; en les divisant membre 4 membre, on a |’équation 


de la projection de la tangente sur le plan yz, 


La forme de ces équations montre que la projection 
de Ja tangente sur chaque plan coordonné est tangente 
a la projectfon de Ja courbe sur ce plan, ce qui résulte 
d’ailleurs de ce qu’au moment ou le point M’ se réunit 
au point M, le point P’ se réunit au point P. 


«| te me ~, a dz ,4. 
970. Les coefficients différentiels a et — s obtiennent 


d dx 
par la différentiation des équations (1) et (2), qui donne 


d df d df d 
(a) dz dydx dz dz 
@ 
dg dgdy dgde __ 
dx dy dz dz dz 


bon e 4 e d 
En tirant de ces deux équations les valeurs de — et 


dz . . . 
de 7p? &t les substituant dans les équations (a), on aurait 


les équations de la tangente. Mais il revient au méme 
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teye 8 d d . 
d’éliminer - et = entre les quatre équations (a) et (a). 
Or, de (a) on tire 


dy Y—y dz Z—z 
dz X—2 dz X—«x 








Substituant ces valeurs dans les équatichs («), on a enfin 


af of df _ 
6) dg (%— 2) + a (Yr) + GF 2—2)= 9, 
d d d ° 
= (X — =) + mys) +1 (Z —z)==0. 
On obtient donc les équations de la tangente en rempla- 
cant, dans les équations différentielles, 
af af df 


Ya a wv 
tT a dz 


dn dy + 


dz=0, 


do do do 
dz ty V+ a =O | 


les différentielles dx, dy et dz par les différences KX —zx, 
Y—y, Z—z. 


ANGLES DE LA TANGENTE AVEC LES AXES. 


271. Supposons maintenant que les axes soient rectan- 
gulaires, et nommons a, 6 et y les angles formés par la 
tangente avec les trois axes coordonnés Ox, Oy et Oz. 

Dans le trapéze MPP'M’, dont les cétés paralléles sont 
MP =z et M/P’=2-+4-Az, menons MH paralléle a PP’, 
Soit 7’ Pangle MM'H, c’est-a-dire l’angle que la sécante 
MM’ fait avec l’axe Oz. Le triangle rectangle MM’H 
donne 

Az 


Az 
cosy’ = ——_ = ———— 
1 MMW ~ Jie dy? ae 
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Si ¢ est la variable indépendante, on peut écrire 


Or, quand M’ vient se confondre avec le point M, la 
sécante devient tangente, y’ devient y, et l’on a 


dz 
dt 
cosy = ——————___——.» 
dx? dy? dz? 
ae ae de 
ou bien 
dz 
cosy — 


dx? + dy? + dz? 

Si dz est > 0, c’est-a-dire si z croit avec la variable 
® 4 vi ° ° 
indépendante ¢, on a cosy >o ety << 53 $1, au contraire, 


dz est <0, on a cosy <0 et y>s 


On trouve de méme cosa et cos, de sorte que les 
trois angles cherchés sont donnés par les formules 


dz 
cose = 
Vax? + dy? + dz? 
4 
(c) cos6 = =" 
dz? + dy? +-d2 
dz 
cosy — 


Vdx?+ dy? + dz? 


Si l’arc infiniment petit MM’ est désigné par ds, on 
aura, comme nous le verrons bientét (n° 275), 


ds = dz? dy?+- dz’, 





268 COURS D ANALYSE. 


et les formules précédentes deviendront 


ar dy dz 
(@) cosa —= 79 cos6 = ~~» cosy =~: 


PLAN NORMAL. 


272. Le plan normal a \a courbe CM est le plan per- 
pendiculaire a la tangente MT, mené par le point M. En 
nommant X, Y, Z les coordonnées courantes, l’équation 
de ce plan sera de la forme 


A(X — 2) +B(Y—y)+C(Z—2) =o. 


Les équations de la tangente MT étant 
dy __ az 
Y—y=35,(X—2); Z—s=— (X— 2), 


pour que le plan soit perpendiculaire 4 cette droite, il 


faut que !’on ait 
B dy C_ dad 
A dz A de? 


ce qui donne pour I’équation du plan normal 
(ec) (X — x)dx+(Y—y)dy +(Z—2)dz=0. 


973. Voici un autre moyen d’obtenir cette équation. 
Soit N un point quelconque de ce plan; appelons X, 
Y, Z ses coordonnées, et a’, B’, 7’, les angles que fait MN 
avec les axes Ox, Oy, Oz. Ona 














Fig. 53. 

° cos ,_ X72 
*—‘MN’ 

Y—y 

| an 

0 cosh = IN” 
Z—z3 
/ e)/! — e 

y ©O87 MN 


Si a, PB, y sont les angles que fait la tangente MT avec 
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les axes, on a [ formules (d) | 


0s __ dx os __ ay 0 __ & 
Cc t= 7” ¢ B= 7? COSY = 75 


Or, 


cos TMN = cos cosa’ -++- cos cos’ +- cosy cosy’. 


D’un autre cété, on doit avoir cos TMN = 0, puisque 
Pangle TMN est droit; |’équation du plan normal est 
donc ' 

Kozds  Yoyd  2@:de_, 
MN ds MN ds MN ds ? 


qui revient a l’équation (e). 


DIFFERENTIELLE DE L ARC D'UNE COURBE A DOUBLE 
COURBURE. 


274. Prenons, d’une maniére arbitraire et en nombre 
quelconque, des points E, F,..., M, M’,..., sur l’are de 
Fig. 54. courbe CMD, etconsidérons 
le polygone gauche CEF... 
MM’...D, inscrit dans I’arc 
CMD. Je dis que le péri- 
métre de ce polygone tend 
vers une limite déterminée 
quand ses sommets se rap- 
prochent tous indéfiniment 
les uns des autres, en méme temps que leur nombre aug- 
mente jusqu’a l'infini; aprés l’avoir démontré, nous 
conviendrons de prendre cette limite pour la longueur 
de l'are CD. 
Soient donc x, y, z les coordonnées de l'un quelconque 
des sommets M, et x-+ Ax, y+ Ay, 2+ Az celles 
du sommet suivant M’; on a 





—— 


lt ay\? Az \’? 
‘— 2 2— _— ——}- 
MM’ = A2?+ Ay? + Az = aey/t+ (32) + ($=) 
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Donc, si nous désignons par P le périmétre du polygone, 


ona 
Ay\? [az \3 
r= Ble y/s+ (2) + (E) h 
. phe 8 ’ Ay Az dy 
Si Ax décroit jusqu’é 0, — et — tendent vers — 


et de et l’on peut écrire 
dx P 


V2) =v @)> 8) 


a étant une fonction qui s’annule avec Ax. De la résalte 


p=» [as /: + () + (+)'] +>) (ads). 


Mais, d’aprés un principe démontré (n° 16), on a 


lim >) (cAz) = 
lim P =limS E V/1+ (Z) + (=)']. 


Supposons maintenant que x soit la variable indépen- 


donc 


dy dz dy dz \? 
dante; alors im oe i+ (z ) + (=) > pouvant 


étre regardés comme des fonctions de x, considérons, 
dans un systéme de coordonnées rectangulaires, la 
courbe ef, qui a pour équation 


r= (2) (z)” 


Soient Og = a, Oh = 6; on aura, en supposant que x 











VINGT-TROISIEME LEGON. 2-1 
varie depuis a jusqu’a 3, 


SV (2) + (Z) |=Ze 


Or > (Y Az) a pour limite!’ aire 
efgh : donc la limite de P et 
l'aire efgh sont exprimées par le 
méme nombre. C’est ce nombre 
qui représente la longueur de 


Varc CD. 





275. Soit maintenant arcCM =s. Si Og =z, on 
aura numériquement 


arc CM = aire emqg;; 
par conséquent 


. dy dz \? 
ds = = _— 
's — d(aireemgg) — dx /: + (2) + (=) ’ 
ds == afd? + dy? + dz’. 


LIMITE DU RAPPORT D'UN ARC A SA GORDE. 


ou 


276. On conclut facilement de 14, comme nous !’avons 
déja démontré pour les courbes planes, que la limite du 
rapport d’un arc & sa corde est lunité. En effet, soit 
Parc MM’= As, ona 


As 
arcMM’ _ As _ Ax 
MM’ VAz?-+- Ay? + Az \/ (32) (<=) 
r+ nee ~~}. —_—— 
Ax Ax 


Mais lenumérateur et ledénominateur du dernier membre 


os ay \? dz \? 
ont pour limite commune {/ t-+- a) (=) : done 


arcMM’ 
lim ————_— = Ie 


NM’ 
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VINGT-QUATRIEME LECON. 


DES SURFACES COURBES ET DES LIGNES A DOUBLE 
COURBURE. 


Equation du plan tangent.— Equations de la normale. — Degré de l’équa- 
tion du plan tangent. — Problémes relatifs aux plans tangents. — Plan 
osculateur. — Angles du plan osculateur avec les plans coordonnés. 
— Normale principale. 





EQUATION DU PLAN TANGENT. 


277. Soit M (x, y, z) un point quelconque d’une sur- 


face représentée par l’équation 
(1) SI (2, Y,z)=0: 


on peut, par ce point, imaginer une infinité de courbes 
tracées sur la surface. Toutes les tangentes a ces courbes 
Fig. 56. menées par le point M sont con- 
tenues dans un méme plan, que 
nous appellerons le plan tan- 
gent de la surface au point M. 
En effet, soit 


(2) g(z, ¥,2)=0 

l’équation d’une nouvelle sur- 
face passant par le point M. 
L’ intersection des surfaces (1) et (2) est une courbe CMD, 
dont la tangente MT au point M est, d’aprés ce que nous 
avons vu dans la Lecon précédente, représentée par Je 
systéme des deux équations 

df 


(3) Zx—2)4+ FZ (xy) + 





df 


7 (Z—z)=0, 


(4) S(x-2)+2 (Y—y) +2 (Z—z)=0. 
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Or Véquation (3), considérée isolément, représente 
un plan qui passe toujours par la tangente MT, quelle 
que soit cette tangente, puisque ]’équation de ce plan ne 
dépend nullement de la fonction g. Donc toutes les tan- 
gentes menées a la surface (1 (1), par le point M, sont conte- 
nues dans le plan (3), qui est le Plan tangent a la surface 
au point M. 


EQUATIONS DE LA NORMALE. 


278. La normale a la surface au point M est la per- 
pendiculaire menée par ce point au plan tangent. Cette 
droite, passant par le point M (x, y, z), aura deux équa- 
tions de la forme 


X—2z2—a{Z—2z), 
Y—y = 6(Z—=3). 


Pour déterminer a et b, remarquons que cette droite 
est perpendiculaire au plan tangent dont |’équation est 


(X—2)+ Fx x)+ F (Z—2)=0, 


ce qui exige que I’on ait 


_ of b— df | df 
dz’ dz’ | dy. dz 


De 1a il suit que les équations de la normale sont 
| ff x 2) 
6) ,(X— 2 )= 7 (4-2), 

df 
rate I) = GF (4 +), 
équations que l’on peut mettre sous la forme 


X—r Y—y Z—z 


(c) af —_ df — df bd 
da dy dz 


Sturm. —- 4n., I. 18 
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279. On peut donner a I’équation du plan tangent et 
a celles de la normale une autre forme. En regardant z 
comme une fonction de x et de y, appelons p et g les dé- 
rivées partielles de z par rapport a x et ay, c’est-a-dire 


posons 
dz az 


dx dy 2° 


En différentiant ’équation 


J (#, ¥,%)=0 
successivement par rapport-a x, puis par rapport ay, on 
aura 
df af df df 
met Ge” dy Ot a B98 
d’ou l'on tire 
df df Y df 
- dx’ dz dy ° dz 


Alors l’équation du plan tangent (a) pourra se mettre 
sous la forme 


p(X —#)+4q(¥ — x)— (Z—2)=0, 
ou encore 
(d) Z—zep(X—2z)+q(Y—y), 


et les équations (4), qui représentent la normale, devien- 
dront par la substitution 


(e) 


ly gone 
Y—y+q(Z—2z)=0. 


280. Silon nomme «, §, y les angles que la normale 
fait avec les axes, on aura 


, I 
P co q cosy = —_——_—___——"* 


—— —_——_— 
Vert 








cos 4 —=— = —__—— 9 0s y = 
Vp?+ Gott pt gti 





® 
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DEGRE DE L’EQUATION DU PLAN TANGENT, PAR BAPPORT 
AUX COORDONNEES DU POINT DE CONTACT. 


281. L’équation du plan tangent peut se mettre sous la 
forme 


df df df, of df df 
Tn tat tat IGT ta 


Si Péquation de la surface est algébrique et du degré m, 


les dérivées # ny a sont des fonctions algébriques du 


degré m —1. “Le premier membre sera donc une fonc- 
tion du degré m —1 des coordonnées du point de con- 
tact. Quant au second membre, il semble étre du degré 
m par rapport a ces coordonnées; mais on peut le réduire 
au degré m—z1, en tenant compte de l’équation de la 
surface. 

En effet, soit 


F(z, 7,2) a4taytut.. 


u représentant la somme des termes du degré m, u, celle 
des termes du degré m— 1, wy celle des termes du degré 
m— 2, et ainsi de suite: on a 

d, du du,_—s dua, 

Fa Mh , 

df du du, du, 

dy dy * dy ~ dy **"” 

af _ du st du, 


dz dz 7 “dz 


Si Pon multiplie ces squations respectivement par 2, 7 
et z, et qu’on ajoute les résultats, on aura 


of af df du du du 
= +Yy dy +2 ae 


dx dy dz 
lx du, + du, + du, a 
ax dy dz , 


276 COURS D ANALYSE. 
? a er, ° e q 
ou, d’aprés une propriété des fonctions homogénes: 


(n° 478), 


df df df 


—=mu+(m—1)u+(m—2)u,4+... 


=m(utu,+um+...)—u,— 2u,— 3u,—.... 
Mais le point (x, y, z) étant sur la surface, on a 
Ut u,-+ Uet...= 90; 
donc l’équation précédente devient 


of YG iV 
"de 7 ay +h ==— U;— 2u,— 3u,—...> 


I) en résulte que |’équation du plan tangent se réduit a 


Py4Fy4F uf 


ae dy 7? Z + uy + 2u,+ 3u;+...=-=0, 


équation qui est du (m-——1i)*"* degré par rapport aux 
coordonnées du point de contact. 


PROBLEMES RELATIFS AU PLAN TANGENT. 


282. Mener par un point (a, b, c) un plan tangent 
a une surface. On aura, pour déterminer les coordonnées 
x, ¥, 2 du point de contact, les deux équations 


(1) re Xs z)=0, 
af 


(2) a Z +6 aa ee 


Comme on a trois inconnues, le probléme est indéter- 
miné, ce qu'il était facile de prévoir. L’ensemble des 
équations (1) et (2) représente le lieu des points de 
contact. Les droites qui joignent le point (@, 4, c) aux 
différents points de contact forment un céne circonscrit a 
Ja surface, dont on obtiendra |’équation en éliminant z, 
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¥, 2 entre les équations (1), (2) et les suivantes : 


(3) 


qui représentent l’une quelconque des génératrices. 

Sila surface proposée est du deuxiéme degré, la courbe 
de contact sera plane, car l’équation (2), qui est satisfaite 
par les coordonnées des points de contact, est alors du 
premier degré, et représente un plan. 


X—a Y—b Z—c 


r—ay—b” 2—c 





283. Mener un plan tangent @ une surface et paral- 
léle a une droite donnée. Soient 


X—aZ, Y=—46Z 


les équations de la droite donnée : il faut qu’un plan 
mené par l’origine et paralléle au plan tangent, plan 
dont l’équation est 


if 


af df 
dz tat eo 


contienne la droite, ce qui entraine la relation 


df af df 


Cette équation représente une surface qui passe par 
tous les points de contact, et avec l’équation (1) elle con- 
stitue la courbe de contact du cylindre circonscrit dont 
les génératrices sont paralléles 4 la droite donnée. 

Si lPéquation (1) est algébrique et du m*™ degré, I’¢- 
quation (4) sera du (m — 1)? degré, Donc la courbe de 
contact d’un cylindre circonscrit a une surface du second 
degré est plane. | 

On aura l’équation du cylindre circonscrit en élimi-. 
nant x, y, z entre les équations (1), (4) et les suivantes . 


X—ax#=a(Z—2z), Y—y=b(Z—2z), 


qui représentent une droite paralléle a Ja direction don- 
née et passant par un point de la courbe de contact. 
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PLAN OSCULATEUR. 


284. Soit CML une courbe quelconque dans l’espace. 
Soient M et M’ deux points assez rapprochés sur cette 
courbe. La tangente MT a la courbe au point M et le 
pomt M’ déterminent un plan. On appelle plan oscula- 
teur la limite du plan MTM’, quand le point M/ vient se 
confondre avec le point M. 

On peut encore dire que le plan osculateur au point hs 
est le plan qui passe par le point 
M et par les deux points m et 
M’ voisins du point M sur la 
courbe, quand ces deux derniers 
points viennent se confondre 
avec M. Cette définttion s’ac- 
corde avec la premiére, puisque 
la ligne Mm tend a devenir tan- 
gente au point M lorsque les trois points se rapprochent. 


Fig. 57. 





285. Le pian osculateur de la courbe au point M, dont 
les coordonnées sont x, y, z, devant passer par ce point, 
aura une équation de la forme 


(1) A(X—2x)+B(Y—y)+C(Z—2z)=0. 
D’aillears les équations de la tangente sont 


dz 


dy 
(2) Y—J=7z(%—-2), Z—z=—(X— 2). 


Comme cette droite doit étre tout entiére dans le plan 
osculateur, on doit avoir, quel que soit X ou (X — x), 


| dy dz __ 
A(X—2)+B—7 (X—2)+C7-(X—2z)=0, 
ou bien 
(3) Adz + Bdy + Cdz=— 0. 
Soient maintenant r+ Az, y+ Ay, 2+ 42 les 
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coordonnées du point M’ : en substituant ces coordon- 
nées dans |’équation (1) a la place de X, Y, Z, on aura 


(4) AAzxc + BAy + CAz=o0. 


Or on peut considérer x, y, z comme des fonctions 
d’une certaine variable indépendante f, et si a, 6, 7 dési- 
gnent des quantités qui s évanouissent avec AZ, on aura 


dx At? /{d’zx 
Az Ata + > — +a} 


at dt? 

dy At? ({d?y¥ 
ayarZ + 2° (Sr +6), 
A — ap 4 AB ans 
oO dt 1.2\ae 7? 


Par suite I’équation (4) devient 
dx At? /a’x 
al Fare a(S +2) 


d 2 /{d? 
ae ar +6) 





dt? 


c| % ae att 
| oe +55 ae 7) (=% 


ou bien, a cause de l’équation (3), et en divisant les deux 


r 
membres par — At*, 
2 


a(S+ a) +B (Sr +8) + c(S3+7) = 0. 

A la limite, «, 6, y s’évanouissent, et alors, en multi- 
pliant les deux membres par dt*, on a 
(5) Ad’z + Bd'y + Cd?z==0, 
équation qui, jointe a l’équation (3), servira 4 déterminer 


le te, 3. Himinant B deux équati 
8 rappor 8 ©? C iminant entre ces deux equations, 
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il vient 
A (dzd*y — dyd’x) +-C (dzd*y — dyd*z)=0, 
d’ou l'on tire 
A dyd’z — dzd*y 
CG” dad*y — dyd’z 
On aura de méme 


B dzd*x — dxd*z 
Cc dxd?y — dyda 
L’un des coefficients A, B, C étant arbitraire, je prendrai - 
C= dzxd*y — dyd'z, 
d’ou 
A = dyd’*z — dzd*y, B= dzd’?z— dzxrd’z, 
et l’on aura enfin, pour équation du plan osculateur, 


(dyd?z — dzd*y) (X — x) 
(6) + (dzd? xz — dxd?*z) (Y— yx) 
+ (dxd*y — dyd?x) (Z — 2) =0. 


Voici un moyen mnémonique pour retrouver cette 
équation; on écrit les fractions 


dz dy dz dx 

d2z° dry’ d?z d#x 
et l’on retranche chacune de ces fractions de la précé- 
dente : les numérateurs de ces différences sont respecti- 


vement les coefficients de Z — z, X— x, Y —y. 


ANGLES DU PLAN OSCULATEUR AVEC LES PLANS COORDONNES., 


286. Soient A, » et v les angles que fait avec les axes 
Ox, Oy, Oz, une perpendiculaire MP au plan oscula- 
teur, angles respectivement égaux a ceux que ce dernier 
plan forme avec les plans yz, xz etry. Ona 


A C 
(«) cos) — >?) COs 2. — cosy = D’ 


D D’ 
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en posant 
D? = A? + B?-+ C?, 
c’est-a-dire 
D?= (dyd?z — dzd*y)? +- (dzd*x — dxd'z) 
(m) + (dadty — yd? x)? ° 
y —ayd'z)?, 
287. La valeur de D? peut étre mise sous d'autres for- 


mes : posons, pour abréger, 
dzx==a, dy=b, dz=c, 
@ae—a, @Py=b'*, dz=e, . 
on aura 
D? = (be’ — cb’)? +- (ca! — ac’)? + (ab’ — ba’), 
ou 
D? = (a?-+- b? + e?) (a? b!? +. ¢/2) — (aa’ + bb’ +- cc’). 
Or, en appelant ds la différentielle de l’are qui aboutit 
au point M, ona 
ds? = dz? +- dy? + d= a? + 6? +-c?, 
ce qui donne, en différentiant par rapport a la variable 
indépendante ¢, et divisant par 2, 
dsd?s — drd?x + dyd*y +. dzd?z = aa’ + bb! + ce’; 
il vient donc 
D? = ds*[(d?x)' + (d*y)* + (d*)*— (d*s)"], 
ou enfin 


(2) D = ds (d? x)? + (d7y)?+ (d?z)?— (d?s)?. 
On peut encore écrire ; 
D=y (dsd? xz — dad’ s)*+- (dsd? yy — dyd?s)*-+- (dsd*z— dza’s)’, 


ce qu'on vérifie en développant, ou bien 


da\ * dy \? dz\ 
(P) >a anh “as (% + “a | 
P ~ ds ds ds , 
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Dans toutes ces expressions la variable indépendante est 
quelconque. 


NORMALE PRINCIPALE. 


288. On appelle normale principale celle qui est situéc 
dans le plan osculateur. 
Cette droite doit étre perpendiculaire a la tangente MT 


et 4 la normale MP. Or de lidentité 
dx dy\? dz\?__ 
(az) © (7) * (z) ~" 


dz ,dx dy ,dy_— dz ,dz 
(1) @'atnwta tutant 


on déduit 


=— 0. 


D'autre part, l’équation 
Ad@’z2+Bd’y + Cd’?z=0 


peut s’écrire ainsi : 


; dy dz 
2 a d — =0. ' 
(2) Ada@ ~ +B wt G45, ) 


Les équations (1) et (2) montrent que la droite qui fait 
avec les axes des angles dont les cosinus sont proportion- 
nels a 

_ ,ax dy dz 
d a’ d Ws d — 


est perpendiculaire 4 la tangente MT et a la normale MP; 
c’est donc Ja droite cherchée. 

Il résulte de Ja que les équations de la normale princi- 
pale sont 


(3) Rav _Y¥—-y_ Z—s 
ad — — — 
ds qa = 
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EXERCICES. 


4. Une courbe tracée sur la surface d’un céne droit a pour pro- 
jection orthogonale, sur un plan perpendiculaire a Vaxe du céne, 


une spirale logarithmique, r = e™®, dont ce sommet est le p6le. On 
demande les équations de la tangente a cette courbe et l'équation 
de son plan normal en un point donné. Prouver que cette courbe 
coupe toutes les arétes du céne sous un angle constant. 


Sotvution. — L’angle du cone étant a, la tangente a la courbe fait 
avec les axes des angles dont les cosinus sont 


m mcos8 — sin 8 — sing m sin msin@ + cos? mn cota 


pe rep aa on _ m 
sin? sin? x sin’ a 
ia  tangente fait avec l’aréte du cdne un angle dont la cotangente est 


=" L’équation du plan normal est 


(X — a) (ma — y) + (Y —y) (my +2) +(Z— 2) ms =o, 


2. Une courbe est donnée par deux relations entre la distance r 
dun quelconque de ses points M a un point fixe O, langle 0 que 
le rayon vecteur OM fait avec une droite fixe Ox, et langle 9 que 
le plan MOx fait avec un plan fixe xOy : trouver la différentielle 
de son arc en fonction des quantités r, 0 et 9 et de leurs différen- 
tielles. 


SOLUTION. 
ds = Yar'pr dep ri sinigdg?: 
3. Trouver l’équation du lieu des normales a la surface 
ay = a°(b?— 2) 
menées par tous les points de la droite 
z=k, ay=aY¥b—P, 

qui est tout entiére sur la surface. 

SoLution. — Le paraboloide hyperbolique 

ak (ax + y V6 — #) (2 Yo? — # — ay) 
+(2+8— PY VP— #(z—k) =0. 
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VINGT-CINQUIEME LECON. 
COURBURE DES LIGNES DANS L’ESPACE. — HELICE. 


Courbure des lignes dans lespace. — Cercle osculateur. — Rayon de tor- 
sion ou de seconde courbure. — Equation de l’hélice. — Tangente. — 
Rayon et centre de courbure, — Lieu des centres de courbure. — Plan 
osculateur et angle de torsion. 


COURBURE DES LIGNES DANS L ESPACE. 


289. On nomme angle de contingence, dans une 

Fig. 58. courbe gauche, comme dans 
une courbe plane, ]’angle 
que font entre elles les deux 
tangentes menées aux extré- 
mités d’un arc MM'= As, 
quidevientinfiniment petit; 
et courbure au point M, la 





limite vers laquelle tend le rapport = quand As dimi- 


° i 4 ee ° e , 4 @ 
nue indéfiniment, Cette limite est représentée par =" 
| s 


. ds . 
L’inverse de la courbure, ou —; est dit le rayon de cour- 
® ; 
bure au point M. Nous le désignerons par p. 


290. Pour évaluer o, menons par le point O les droites” 
ON et ON’ égales a l’unité de longueur et respectivement 
paralléles aux tangentes MT et M’T’. Soient 


d. 
x bp”, o— # 


a= —) —_— 
ds ds ds 


les cosinus des angles que MT ou ON fait avec les axes, 
ou, ce qui revient au méme, les coordonnées du point N; 
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soienta’, 5’, c' lescoordonnées da point N’. L’angle NON’ 
sera égal a w, et l’on aura 


en 


NN’ = 20N sin - w = y(a’— a)? + (b'— bP + (eo —c}, 
ou, puisque ON = 1, 
2 sin - wo — Yaa? + Ab?+ Ac. 
En passant 4 la limite et remplacant le sinus de langle 
-0 par cet angle lui-méme, on aura 
w = Vda + db?+ de’, 


d’ou ee 
da? db? de? 


I 
DV ast ast ast 


G@) 
ds 


on aura donc, en remplagaut a, 5, ¢ par leurs valeurs, 


dix \ ? dy \? dz\ : 
_ Z d— 
1 d ds + d ds ds 
p _ ds ds ~ ds ? 


quelle que soit la variable indépendante. 








291. A cause de la formule (p) du n° 287, on peut 
écrire 
ds® 
P= Dp" 
En prenant deux des formes que l'on a trouvées pour D 
a Pendroit cité, on a encore 


ds? 
S=——_  ——————————=_[{£{{{{_{£z&_&—i*~AEZ=—E 9 
P y(d?x)?-+ (d27)? + (d2z 7*— ( d?s)? 
_ ds 
-_ (dy d'z—dzd*y)?+-(dzed*x— dx d?z)?-+-(dxd? y— dy d*x)? 


292. La normale principale MN fait avec les axes des 
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angles /, m, n dont les cosinus sont proportionnels a 
dx dy dz 
— d 
d ds ds ds 
ds” 
on en conclut 


at dy at 
ds 


1— ds _ ds osn — 
cosi==p——» eosm==p——» cosn=p ——- 
Or les équations de la normale MN sont 
X—az—Recosl, Y—y=—Rcosm, Z—z—Reosz, 


R étant la distance du point M a un point quelconque 
(X, Y, Z) de cette normale. On pourra donc, en rempla- 
cant cos/, cosm, cos n par les valeurs que nous venons 
de trouver, mettre ces équations sous la forme suivante : 





(a) X—x—Rp ds 9 Y¥—y=Rep— >> Z—2z—Rp—— 


CERCLE OSCULATEUR. 


293. Si, par le milieu de la corde MM’, on méne un 
Fig. 59. plan perpendiculaire a cette 
corde et qui coupe la normale 
principale MN au point G, ce 
point sera le centre d’un cercle 
passant par les deux points M 
et M’. Sile point M’ serapproche 
du point M, le plan NMM’ ten- 
dra 4 se confondre avec le plan osculateur TMN, et le 
cercle deviendra 4 la limite ce qu’on nomme le cercle 
osculateur a la courbe au point M. 
Le rayon du cercle osculateur au point M est égal au 
rayon de courbure en ce point. 
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En effet, l'équation du plan perpendiculaire mené A 
Ja corde MM’ par son milieu est 
Agr (x-2- = 42 + Ay (x—y— - ay) 
+ Ay (z — 3— ~ a) = 0, 
ou 
(X—xr)Axr+(Y¥—y)Ay + (Z—z) A= = (Aa? y+ 427). 


Si l’on élimine X — x, Y —y, Z — z entre cette équa- 
tion et celles de la normale (a), on aura 


a gg tt 
ds ds ds I 
Rp Wy ft ap Ar + a4 = 5 (hat Ay? + 42?); 


ds d d. 


mais si l’on regarde x, y et z comme des fonctions de s, 
ona 


d. 
ao 
A A dz As? ds 
t= $- — -_——— 
ds 2 ds *}? 





a® 
dy As? ds — 
Ay =As 77 + 4-6] 


a. 2 ds 

. dz 

d— 

dz As? ds 
Azg—=As— +—\ — +773 


ds 2 ds 


a, 6, 7 étant des quantités qui s’évanouissent avec As. 

Substituant ces valeurs dans l’équation précédente, et 
supprimant les termes qui contiennent As en facteur, 
termes dont la somme est nulle, on aura 


dx? dy\? dz\? die 
das as qi qa Az?+Ay?+A2? 
Rp a —+- eG +h ee J th H.... FS 


ds As? 


288 COURS D ANALYSE. 


et en passant a la limite, 


ex —>X<limR=1 
p 


ou 
limR = p. 


Ainsi le rayon du cercle osculateur au point M est 
égal au rayon de courbure en ce point. C’est pourquoi 
le point K, limite du point G, sera dit indifféremment le 
centre de courbure ou le centre du cercle osculateur. 


294. On prouve d’une maniére semblable que l’inter- 
section de la noruiale principale MN avec le plan normal 
a ]a courbe passant par le point M’ est encore, a la limite, 
le point K ou le centre de courbure. 

En effet, ’équation de ce plan normal est — 


dx dx dy dy 
(= +A a) (X—2—aa)+(2 +057) (¥—y—ay) 


dz dz 
+(5 +4, Gi) (Z—2—A2)=0, 


En remplagant X— x, Y — y, Z— z par leurs valeurs 
tirées des équations (a) de la normale principale, 
42 ay it 
(a) X—«c=Rp—— 9 Y—y=Rp ——» Z—2z=Ry 





on aura 

at it a 
R ds dz. d= ds [dy AZ ds ae 
Pl as \as 8 as) Tas \as tas) + as \as eas 


Cette ¢quation se simplifie beaucoup au moyen des 
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remarques suivantes. D’abord on a 


dz ,dx dy ,dy | dz dz 
ds ds (ds ‘ds | ds¢ds°? 


et il reste, en divisant par As, 








yp + —— 

ds As ds As ds As 
_ Azdx Aydy  &z dz Az dx Ay dy 4% dz 
—~asds  Osds  Osds As ds Os ds As as’ 
Si l’on observe que 


d dr\? dy \? dz\ 3 
ds ds + ds I 
ds + ds ds 





Ja limite du premier membre sera = tim R. 


D’ailleurs la limite du second membre est 


dx\? dy\? + dz\? ou 
ds + ds ds ° 
On aura donc 


> tim =1 ou jinmR=p, 


ce qu'il fallait prouver. 


295. D’aprés cela, on peut regarder le centre de cour- 
bure au point M comme étant !’interseclion du plan oscu- 
lateur en M avec deux plans normaux, l’un mené par le 
point M et l’autre par un point infiniment voisin. 

Pour obtenir les coordonnées —, n et & du centre de 
courbure K, il faudra, dans les équations de la normale 





as 
X— x= Rp ds 9 Y—y=Re— > Z—z=Rp ——> 


Sturu. — An., I. 19 
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remplacer X, Y, Z par &, n, &. En observant que R de- 


vient alors égal a p, on aura 








at dy ats 
—E—zx— >? _ _, as C— zp ds 
= > 7 = as” P ds 


équations qui donneront £, » et & en fonction des coor- 
données du point M. 


ANGLE DE TORSION. — RAYON DE SECONDE COURBURE. 


296. Soient a, 5, c les cosinus des angles que fait avec 
les axes la perpendiculaire av plan osculateur en M. Si 
Yon appelle @ langle de ce plan et du plan osculateur 
Voisin, on aura, comme au n° 290, 


a | 
2 sin 3 ® = Aa"?+ Ab? + Ac’. 


Si Pon passe a la limite, et qu’on appelle 9 ce que de- 
vient ®, c’est-a-dire langle de deux plans osculateurs 
infiniment voisins, on a 


g == Vda? +- db? +- de? 


9 == (d cosh)? + (d cos p)?+ (d cosy)’, 
A, pet y étant les angles que fait avec les axes Ox, Oy 


et Oz la perpendiculaire au plan osculateur de la courbe 
relatif au point M. On a d’ailleurs 


ou 


dy d*z — dzd? 


D ; 
co __ dsd°x—dxd’z 

sp = D 9 
dzad?y—dyd? 

cosy = 


297, L’angle infiniment petit 9, formé par deux plans 
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osculateurs successifs, se nomme angle de torsion, et 
l'on appelle seconde courbure ou torsion le rapport de ¢ 
a ds, Si l'on prend ds constant, cette courbure sera pro- 


portionnelle a l’angle 9. 
Par analogie avec ce que l’on a fait pour la premiére 


courbure, on représente le rapport + par - de sorte que 


d. ’ 3 
y= —, et l'on appelle r le rayon de la deuxiéme cour- 
? 


bure ou rayon de torsion. 


DEFINITION ET EQUATIONS DE L HELICE. 


Fig. 60. 298. Lorsqu’onenroulele 
plan d’un angle cab=<a sur 
un cylindre droit OABL, 
a base circulaire, de ma- 
niére que le cété ab vienne 
s appliquer exactement sur 
la circonférence AB, la 
courbesuivant laquelles’en- 
roule le cété ac se nomme 





une hélice, 


299. Prenons pour axe des x la droite OA qui passe 
par le point A, origine de l’hélice; pour axe des y une 
perpendiculaire 4 Ox menée dans le plan de la base par 
le centre, et enfin pour axe des z |’axe du cylindre. 

Soient x = Og, y =Pq, z= MP les coordonnées du 
point M. Nommons m la tangente de l’angle a, u langle 
AOP, et R le rayon du cylindre; nous aurons 


(a) z=Reosu, y=Rsinu, z=mRua, 


car 
<= mp = pa tanga = arc AP > tanga = mRu. 


L’élimination de u entre les équations (a) donnera 
19. 
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les équations de l’hélice, 


~ 





z 
—R 
z cosa = R sin —— 


—} 


mais il vaut mieux conserver les trois équations (a) avec 
la variable auxiliaire u. 


TANGENTE A L’HELICE. 


300. Les cosinus des angles que la tangente MT au 
dy dz 


° dx 
oint M(x z) forme avec les axes sont —-» —, 
P 99 


ds’ ds 
Mais 


dx——RKsinudu, dy=Rcosudu, dz=—mRdu, 


ds 


ds=RV1-+ m'du; 


on a donc 
dx — sin dy COS u dz m 
7S = — -__? —— SO 
s Yim ds Vim ds Yi nt 


La formule dz — —” 


ds fi+m 
gente MT fait avec les génératrices un angle constant 
égal au complément de a, et, par suite, que l’angle 
quelle fait avec le plan de la base du cylindre est aussi 
constant et égal 4 l’angle a. 


On a 


== sing montre que la tan- 





dy cos I 





de —s Sinuw~—“(itsésitarnge cg 





’ 


d ° , , 
or 2 est le coefficient angulaire de la droite PT, et 


tangu est celui de la ligne OP. Donc ces deux droites sont 
perpendiculaires entre elles ; donc la projection de la tan- 
gente a I’hélice sur le plan xy est tangente au point P a 
la base du cylindre. 
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RAYON ET CENTRE DE COURBURE. 


301. Le rayon de courbure au point M est donné par 
la formule 


7 dzx\ ? dy \? au 3 
ds ds ds 


ds + ds + ds 


Or, des expressions trouvées au numéro précédent on 
déduit 


dx dy dz 
ae cos“ ds sin “b _. 
ds ~~  R(t+m) ds” R(t+m)’ ads” ~* 


Par conséquent 
I 


Cos’ lt -+ sin’é% 
Ainsi le rayon de courbure a la méme valeur pour 
tous les points de l’helice. 


—=R(1 + m’). 


302. La normale principale 4 l’hélice au point M forme 
avec les axes des angles dont les cosinus sont proportionnels 


. 7 ar d d eo 4 , 
ad, d2, d=, oubiena cosu, sinu et o. Donc cette 
ds ds ds 


droite est paralléle 4 OP, et, par suite, le rayon de cour- 


bure est dirigé suivant le rayon du cylindre. La droite 
MN, perpendiculaire a l’axe, et la tangente MT détermi- 


neront le plan osculateur, et si l’on prend NK = m’R, - 


K sera le centre de courbure de lhélice pour le point M. 

Comme d’ailleurs le rayon de courbure a une valeur 
constante, toujours plus grande que le rayon du cylindre, 
il en résulte que le lieu des centres de courbure de 
Uhélice est une autre hélice du méme pas, mais située 
en sens inverse. | 
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303. La droite MN, lorsque le point M se meut sur 
Vhélice, décrit une surface conoide appelée hélicoide 
gauche. Le plan NMT est tangent a cette surface au 
point M, puisqu’il passe par la génératrice rectiligne MN 
et par la tangente MT a V’hélice placée sur cette surface. 
Pour avoir l’équation de cette surface, il suffit d’éliminer 
u entre les équations | 


z==mRu, yourtangu, 


qui représentent la droite MN. On obtient ainsi 


4 
<= «xr tang ——.- 
J 5 aR 


PLAN OSCULATEUR. — ANGLE ET RAYON DE TORSION, 

304, On a 

dx = — Rsinudu, dy =R cosudu, dz — mRauz, 
d?x—=—Reosudu’?, d?y=—Rsinudu?, d?z=0. 


On aura par suite 

dzd*y — dyd’*x=R'du', 

dz d*x — dxd’z = — mR’ cosudu’, 

dy d?z— dzd*y —= mR? sinudu’, 
Alors l’équation du plan osculateur sera, en divisant par 
. le facteur commun R? du’, 


msinu(X — 2)— mcosu(Y — vy) +Z—z=0. 


305. Si l’on appelle g l’angle de torsion, on sait que 


g = /(d cus)? +-(d cos p)? + (d cosy), 


A, p, v étant les angles que fait avec les axes la perpendi- 
culaire élevée par le point M au plan osculateur. Or on a 


I m COS tt m sinu 
cosy = ——— » cosp= —_——-, cosas —— 


Vim’? i+ Vi + ne 
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d’ou résulte 














msinudu mcosu du 
dcosy= 0, dcosp. = 9 dcosk = —— = 
fi-+ m I+ m 
Done 
mi sin? u m? cos? u mdu 
— ee HE 9 
mdi —_—. m I 
— 2 Ryi+ mde = ——, —- 
ds Vi m? 1+m RK 


Par conséquent Ja seconde courbure, aussi bien que la 
premiére, est constante. 


EXERCICE. 


Rayon de courbure et plan osculateur de la courbe 
V+ yYoaar, P4+7V47=aA. 


Sonution. — Rayon de courbure : 


_ late} 


(5a+-3 x)? 
plan osculateur : 


[or —a(r— 2))X+0y7Y+22Z72=0'2 +2402 (y'—2’} 


SO Att 
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VINGT-SIXIEME LECON. 
POINTS SINGULIERS DES COURBES PLANES. 


Points dinflexion. — Points multiples. — Points de rebroussement. — 
Points isolés. — Points d’arrét. — Points anguleux. 


DEFINITION DES POINTS SINGULIEKS DES COURBES PLANES. 
— POINTS D’INFLEXION. 


306. On appelle points singuliers d’une courbe des 
points qui offrent quelque particularité remarquable, in- 
dépendante de la position de la courbe par rapport aux 
axes des coordonnées. Dans ce qui suit il ne sera question 
que des courbes planes. 

Ayant déja parlé des points d’inflexion (n° 206), nous 
allons seulement en donner quelques exemples. 


307. Soit d’abord la sinusoide 
y = sine. 


Pour x= 0, et en général pour x =-t- mn, m étant 
un nombre entier, on ay = 0; par couséquent, la courbe 
rencontre l’axe des x en une infinité de points, que l’on 
obtiendra en portant sur cet axe, a partir de l’origine 
et dans les deux sens, des longueurs é€gales 4 la demi-cir- 
conférence rectifiée. La courbe se compose d'une infinité 

de parties identiques, mais situées alternativement au- 
dessus et au-dessous de l’axe des x. Les ordonnées maxi- 
mum et minimum, égales a l’unité en valeur absolue, 


3n 5x 


° T 
correspondent aux abscisses yaa 
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De I’équation de Ja courbe on tire 


Fig. 61. a — cose, 
d? . 
= —— Sinz, 


La seconde dérivée 
s'annule et change de 
signe pour + = -t mr. Par conséquent, les points P, O, 
N,..., ou la courbe rencontre l’axe des x, sont des points 
d’inflexion, et comme, pour. x=-E mm, ‘la premiére 
dérivée est égale 4 1, en ces points la tangente a la 
courbe est toujours inclinée de 45° ou de 135° sur l’axe 
des x. 





308. Soit encore la courbe 
y = tangs. 
Pour c= oet, en général, pour x= mn, onay=o. 
Fig. 62. La courbe rencontre donc 


l’axe des x a l’origine et en 
une infinité d’autres points 


’ ° ye T 
équidistants. Pour x==-—, on 
2 


ay =o, etsil’on fait x un 





peu moindre que =» tangaxr 
scra trés-grande et positive. Si l’abscisse est un peu plus 
grande que = » tang sera trés-grande, mais négative. La 
courbe aura donc pour asymptote la droite dont |’équation 
est x = ~- On voit d’ailleurs que la courbe s’étend a l’in- 


fini des deux cdtés de ]’axe des y, et se compose d’un 
nombre illimité de branches identiques. 
Par la différentiation, il vient 


dy I diy 2cosrsine 2sinz 


_- = oT rr re 
dz COs? dc? cos! x cos? 2 
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2 
e Y e 8 
et si l’on pose 737 = %, on trouve que tous les points ot 


la courbe rencontre l’axe des x sont des points d’in- 
flexion. 


POINTS MULTIPLES. 


309. On appelle point multiple un point qui est tra- 
versé par plusieurs branches d’une méme courbe. Le ca-~ 
ractére auquel on reconnait un pareil point est que la 
courbe y admet plusieurs tangentes. Nous omettrons le 
cas ou ces tangentes se réunissent en une seule. 

Voici un exemple assez général, ou y est une fonction 


explicite de x. Soit 
Pp 


y= 9(x) (x — a) (x — b)!, 


ory 


étant une fraction irréductible, dont le dénominateur 


P 
q est pair: le terme (x — a) (x — 6b)? a deux valeurs 
réelles et de signes contraires, pour chacune des valeurs 
convenables de x, ce que nous indiquons en faisant pré- 
cédcr ce terme du signe =. 
On tire de cette équation 


OY ey bye? na 
Fp 9 (4) =E (e — Ee (@ — a) (2 — ee 


Pour x =a, ona 


Si l’on suppose a plus grand que 4, il y aura deux tan- 
gentes distinctes : d’ailleurs, 4 des valeurs de x peu diffé- 
rentes de a, correspondent deux valeurs réelles et dis- 
tinctes de y, qui se réduisent 4 une seule quand «=a: 
donc le point qui a pour coordonnées x =a, y = 9 (a} 
est un point double. 
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M . 8 . d b dy e ® e il 
als $1 @ est moindre que 0, — sera Imaginaire, et 1 


n’y aura pas de tangente en ce point. En cffet, pour des 
valeurs de x trés-peu différentes de a, x — 8 étant né- 
gatif, les ordonndes correspondantes seront imaginaires ; 
par suite, il n’existera pas de point de la courbe dans le 
voisinage du point considéré. Nous reviendrons plus tard 
sur ce genre de points singuliers (n° 315). 


310. Quand I’équation de Ja courbe 
(1) J (2, y)=0 


n’est pas résolue par rapport 4 y, on en tire par la dif- 
férentiation 


(2) —_- +-- 


dy .,. ; 
— t avoir plu- 
= doit avoir p 


sieurs:valeurs réelles et distinctes ; mais ]’équation (2) 


? ° ‘ dy 
étant du premier degré par- rapport a rr 


En un point multiple de la courbe, 


cela ne peut 


arriver qu autant qu'on aurait a la fois 


(3) f —o, a ’ 


done, pour avoir les points multiples, il faudra commen- 
cer par chercher les points dont les coordonnées vérifient 
les équations (1) et (3). 

Comme I’équation (2) se réduit alors 4 o = 0, elle ne 


hd 8 , e d 
peut servir 4 déterminer la valeur de A Il faudra recou- 


rir a ’équation différentielle 


a? af d d°?f fdy\? df d’ 
a’t 2 af ay af oy -}- if J =0, 
dz? dzdy dx dy" \dx dy dx’ 
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. d, 
ou, pulsque f — O, 


dy 
(4) af af dy af dy\? 
dz? dzdy de dy? dz} ~ * 





af at oy tf 
dz? dx dy dy? 
he soient pas tous nuls, et que |’équation (4) donne deux 


Supposons que les trois coefficients — 


, ous dy. , a 
valeurs réelles et distinctes de “a : il en résulte qu'il y a 


deux tangentes au point considéré, et par suite que deux 
branches de la courbe s’y traversent mutuellement: c’est 
donc un point double. 

Mais si trois branches de la courbe se rencontraient 
ence point, il devrait y avoir trois tangentes, et comme 
|’équation (4), qui n’est que du second degré par rapport 
a ~, ne peut donner trois valeurs de cette quantité, on 
devrait avoir en méme temps / 


af dif dif 

— —_—O —_— — 

da? , dxdy = 0% dy? 

dy 4,4. . ‘ ore, . 
Les valeurs de = obtiendraient ensuite en différentiant 
léquation (4). On voit comment il faudrait opérer, si 
un plus grand nombre de branches se rencontraient au 
point (x, 7). 
311. Comme exemple, soit la courbe représentée par 
Péquation 
ys=n(1— 2"), oubien yoteryi1— 2’. 

Cette courbe est symétrique par rapport a l’axe des x et a 
Paxe des y. Elle coupe l’axe des x a l’origine et aux deux 


points qui ont pour abscisses x = 1 et x =—1. 
En différentiant l’équation de la courbe, on trouve 

d —_——__—_ x? I1— 22? 

or Vinee 1 











dc vi-2 = so Wi — 
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Pour x =o, Jes deux valeurs de y se réduisent a une 
Fig. 63. seule, qui est o. D’ailleurs, pour 
ce point, on a 


“ =k}. 
Ainsi, l’origine est un point dou- 
ble. En ce point, les tangentes 
TT’ et SS’ divisent en deux parties égales les angles des 
axes. 
On trouve, pour la dérivée seconde, 


— 22x 
dy, yi-2 28 — 3a 


= Ot 
ax* 








pour x= 0, ona —= =o: ainsi, l’origine est a la fois 


un point double et un point d’inflexion. 


POINTS DE REBROUSSEMENT. 


312. On appelle point de rebroussement un point ot 
deux branches de courbe viennent s’arréter, et ou elles 
ont une tangente commune. I] faut, dans ce cas, que deux 
valeurs dey, réelles quand x est supérieure ou inférieure 
4 labscisse du point, soient imaginaires quand x est in- 
férieure ou supérieure a cette abscisse, el, en outre, que 
dy 
dz . 

Le rebroussement est dit de premiére ou de seconde 
espéce, suivant que les deux branches sont de deux cdtés 
différents (fig. 65) ou du méme cété de la tangente qui 
leur est commune (fig. 64). D’aprés ce que nous avons 
vu sur la convexité des courbes planes (n° 205), l’espéce 


deux valeurs de — deviennent égales. 


4 . d*y 
du rebroussement se reconnaitra par le signe de a7 sur 


les deux branches, prés du point en question. 
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313. Soit la courbe 
P 


y= 9 (2) (2 — a)? $(2), 
o(x) et p(x) étant deux fonctions réelles et finies, pour | 


des valeurs de x voisines de a; supposons la fraction 


positive, irréductible et ayant un dénominateur pair. 

Alors, pour chaque valeur de x supérieure 4 a, le terme 
P 

(2 —a)?)(x) a deux vaieurs réelles égales et de signes 

contraires, ce que nous indiquons par le double signe . 

Les deux valeurs dey, réelles et inégales pour x plus 
grande que a, deviennent égales pour x = a, et imagi- 
naires pour x plus petite que a. Donec les deux branches 
de la courbe viennent se réunir et s’'arréter au point qui 
a pour coordonnées + = a, y = 9 (a). 

Reste 4 voir maintenant si en ce point les deux bran- 
ches ont Ja méme tangente. Or |’équation de la courbe 
donne 

p P 


= =~ J ~- 


Tae (2) £2 (walt (2) e(e— alt ¥(2). 


Si 7 est plus grand que 1, 4 la valeur x =a corres- 


pondra pour ch la valeur unique 9/(a). Donc les deux 


branches ayant méme tangente au point considéré, ce 
dernier est un point de rebroussement. 
Pour savoir si le point de rebroussement est de pre- 


ea a ad’y ° 
miére ou de seconde espéce, on calcule ar? ee qui 
donne 

d’y 


Pot r 
“hal (#—a) p' (xv) (x — a)? p" (x). 
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Nous ferons ici deux hypothéses : : 1° silona 


f—2>>0, 


on aura, pour + = a, 


d?y 
iar = (4). 


Fig. 64. _. Ainsi, en admettant que 9” (a) 


. diy 
ne soit pas nulle, “2 a le méme 
signe sur les deux branches, et, 
par conséquent, la courbe offre 
un rebroussement de seconde espece (fig. 64). 


2° Si, au contraire, on a 





BK 


pour une valeur de x trés-peu supérieure 4 a, le terme 


P 


(2) 2 (Baa) (en alt “4 (2) 


sera trés-grand en valeur absolue, et il n’en serait pas de 
ad? . , 
méme des autres termes de oo qui tous, excepte le pre- 


mier, 9” (x), convergent vers zéro, lorsque x tend vers a. 
2 


a et comme ce 


terme a le double signe, il s’ensuit 
qu’au point [x=a, y= 9(a)], 
Jes deux branches sont situées de 
part et d’autre de la tangente 
commune. Dans ce cas, le re- 
broussement est de premiére espéce (fig. 65). 





Ainsi, le terme (1) donne son signe a 
Fig. 65. 





314. Soit comme exemple la courbe 


5 
y= Pte’. 
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A une valeur positive de x correspondent toujours deux 
valeurs réelles de y, qui deviennent égales pour x =o. La 
Fig. 66. courbe n’a aucun point du cété 
y M des abscisses négatives. Du cété 
des abscisses positives, elle a deux 
branches qui s’en vont a l’infini, 
l’une du cété des ordonnées posi- 
tives, l’autre du cété des ordon- 
nées négatives : celle-ci, aprés avoir coupé l’axe des x 

au point dont l’abscisse égale 1. 


J 
z 





Le rapport — a pour limite zéro quand x = 0, et, lors- 


que x a une trés-petite valeur positive, les deux valeurs 
correspondantes de y sont aussi positives. Donc les deux 
branches ontla méme tangente au point O, et sont situées, 
pres de ce point, du méme cété de cette tangente. Donc 
Vorigine est un point de rebroussement de la seconde 
espéce. 

On parvient encore 4 ce résultat au moyen des valeurs 


d diy 
de — etde —-: 


ax da? 
dy 5 3 dy 5 +t 
— = + . x? —— —— + —~ 2 
de ee 4” 
Pour x = 0, ona 
dy _ d?y 


a? et a 93 


le point O est donc un point de rebroussement de la se- 
conde espéce. 


POINTS ISOLES. 


315. On appelle point isolé ou conjugué un point dont 
les coordonnées satisfont a |’équation d’une courbe, sans 
qu’aucune branche de cette courbe passe par ce point. 
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Soit l’équation 


yo=u(«—a)/zx— 8, 


et supposons d’abord a plus grand que 6. Pour x = 45, 
on a y =o, ce qui donne un point B situé sur I’axe des 
abscisses. 


Si x croit de b 4 +0, y croitdeo a to, et l'on 


Fig. 67. a une branche telle que MBL. 
y Si l’on fait x plus grande que 4, 
a Yordonnée est imaginaire, ex- 


cepté pour x=a, car, pour 

_ cette valeur de x, on ayo. 

Ainsi, le point A (x=a, y =o) 
est un point isolé, 

Si a est plus grand que 3, la 

courbe n’a plus de point isolé, parce que les deux va- 

Fig. 68. leurs de y sont réelles quand x 

est comprise entre 5 et a. Pour 

x =a, les valeurs de y se ré- 

duisent toutes deux 4 o. De 

& L=AAL=O, y croit jusqu’a 

Vinfini. 
Dans ce cas, le point A est 
traversé par les deux branches 


BCK, BDL: c’est donc un point double. 


L 






, A 
POINTS D ARRET. 


316. On appelle point d’arrét un point of une branche 
unique d’une courbe vient brusquement s’arréter. 
Prenons la courbe représentée par |’équation 


JY Ce 


Pour x= 0, on a y=; si l’on fait croitre x jus- 
Sturm. ~—* An., I. 20 
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qu’a +0, y décroit depuis + oo jusqu’A +1, ce qui 
donne une branche asymptotique a l’axe des y, et a la 
Fig. 69. droite dont |’équation est y =1. 
Si maintenant on considére 
des valeurs négatives de x, la va- 


y 
leur de y sera —. et pour x==0 


Pag 
e 


on aura y= 0; la courbe pas- 
sera donc par lorigine. L’or- 
donnée augmentera ensuite avec la valeur absolue de x 
jusqu’a la valeur y=1. Il y aura ainsi une seconde 
branche (*) de courbe, as i a la droi 
, asymptotique a la droite qui a 

pour équation y=-++-1, et s’arrétant brusquement a 
Y e e d e e 9 e e . 

origine en venant des x négatives. L’origine sera donc 
un point d’arrét. 





317. Soit encore la courbe y = mo On ne peut pas 
te] 


donner a x des valeurs négatives, car log x serait imagi- 
naire. Si l’on donne a x des valeurs positives et trés- 
petites, lordonnée sera trés-petite et négative, croitra en 
valeur absolue avec x jusqu’a 
x=1, et deviendra égale a 
— oo pour x= 1. On aura donc 
une branche de courbe partant 
<— == de lorigine, et qui aura pour 
asymptote du cété des y néga- 
tives la droite x = 1. Six croit 
4 partir de 1 jusqu’a o , y de- 
vient positive, et cette ordonnée, d’abord trés-grande, dé- 
croit indéfiniment jusqu’a zéro, ce qui donne la branche 
LM. Dans cet exemple Vorigine est un point d’arrét. 








\ 
l 
Pig 





(*) C’est par erreur que cette branche a été représentée tangente a 
axe des x, tandis qu’elle devrait étre tangente & axe des y. 
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POINT SAILLANT OU ANGULEUX. 


318. Soit la courbe 





1-+¢€ 


pour x =o, on a y =o. L’origine est un point de la 


. . . I 
courbe. Si maintenant, dans l’expression J ; 
© 19 





} 
1+ e* 
on fait x =0, ona lim = =o. Ainsi, la branche OG a 


pour tangente au point O l’axe Ox. 


D‘ailleurs, si l'on fait 2 —=— z, d’ou z = —— ’ 
. Ite * 
Fig. 71. pour x =— z=0,o0na 
i 
G lim ~ —r1. 

_ * Done la branche OH, située du 
u cété des abscisses négatives, a 
fs pour tangente au point O la bis- 


sectrice OT de l’angle des axes. 

Un pareil point O, ou viennent se terminer deux bran- 

ches de courbe qui ont chacune en ce point une tan- 

gente distincte, est dit un point anguleux ou point sail- 
lant. 


319. La recherche des points singuliers exige que ]’on 
examine avec soin la forme de la courbe dans les environs 


du point pour lequel lexpression analytique de a pré- 


sente une des particularités signalées dans cette Lecon; 
Ay | 


aS soit constamment imaginaire 


car il peut se faire que 


20. 


308 COURS D’ANALYSE. 
pres de ce point, et ay it réel e point Mais 
prés point, et que — soit réel en ce point. ? 


cette discussion, dans le cas ou y est une fonction impli- 
cite de x, nous entrainerait trop loin. 


EXERCICES. 


1. Déterminer les points d’inflexion d’une conchoide (courbe 
quon obtient en prolongeant d’une longueur constante les droites 
menées d’un point fixe a une droite fixe). 


SoLution. — On prend pour axe des y la droite fixe et pour axe 
des x la perpendiculaire menée par le point fixe. Si a est la dis- 
tance du point fixe a la droite et 5 la quantité dont on prolonge les 
rayons vecteurs menés a la droite, les abscisses des points d’in- 
flexion seront données par |’équation 


z+ 3axr’?—aabh’=o. 
2. Construire et discuter la courbe y* = x”. 
3. Démontrer qu’en tout point singulier d’une courbe 
f(z, y)=0 


(les points d’inflexion exceptés) ona 


df df _ 
a dy 


4. Si une courbe du troisiéme degré a deux points d’inflexion, 
elle en aura un troisiéme en ligne droite avec les deux premiers. 
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VINGT-SEPTIEME LECON. 
REGLES POUR L'INTEGRATION DES FONCTIONS. 


Définitions et notations. — Intégration d'une fonction multipliée par une 
constante. — Intégration immédiate de quelques différentielles simples. 
— Intégration d’une somme. — Intégration par parties. — Intégration 
par substitution. 


DEFINITIONS ET NOTATIONS. 


320. Etant donnée une fonction d’une seule variable, 
on peut toujours la considérer comme Ja dérivée d'une 
autre fonction inconnue, et chercher cette autre fonction, 
gui aura pour différentielle la fonction donnée, multi- 
pliée par la différentielle de la variable indépendante. 

Soit f(x) la fonction donnée; je dis qu'il existe tou- 
jours une autre fonction qui a pour différentielle f (x) dx. 
En effet, construisons la courbe CMD qui, rapportée a 
des axes rectangulaires, a pour équation 


x = f(x). 
L’aire de cette courbe, comprise entre une ordonnée fixe 
Fig. 72. quelconque CA et Vordonnée 
y u__! MP qui correspond a labscisse 


c variable z, est une fonction dé- 

| terminée de x. Or, la différen- 

Oo; 4 a z tielle de cette aire est ydx ou 

| J (x) dx; donc cette aire est une 

fonction qui a f (x) dx pour différentielle, ou f(x) pour 
dérivée. 
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321. On appelle intégrale de f(x) dx et lon repré- 
sente par [Ff (x)dex une fonction dont la différentielle 


est f (x) dx. L’opération par laquelle on passe de la diffé- 
rentielle d’une fonction 4 cette fonction se nomme inté- 
gration. 

L’intégration et la différentiation sont deux opérations 
inverses ]’une de l'autre, de telle sorte que le signe d et 


le signe f se détruisent mutuellement. 


Ainsi l’on a, par la définition méme, 


af s(2\de=fia)az, { d9(2) =o (2). 


322. L’intégrale d’une différentielle donnée f (x) dx 
peut avoir une infinité de valeurs, car si g(x) est une 
fonction dont f (x)dx soit la différentielle, en ajoutant 
a cette fonction une constante arbitraire, |’expression 
p(x) + C aura la méme différentielle. Mais il n’y en a 
pas d’autre, puisque deux fonctions ayant la méme diffé- 
rentielle ne peuvent différer que par une constante. 

Ainsi l’intégrale générale de f (x) dx est 


g(x)+C, 


C étant une constante arbitraire. La figure rend bien 
compte de cette constante arbitraire; car si, au licu de 
prendre CA pour ordonnée fixe, on prenait C’A’, on ob- 
tiendrait l’aire C’A’MP, qui surpasse CAMP de l'aire 
constante C’/A‘/AC. 


INTEGRATION D UNE DIFFERENTIELLE MULTIPLIEE PAR UN 
FACTEUR CONSTANT. 


323. On sait qu'un facteur constant a peut étre placé 
en dehors du signe de différentiation; il y a une régle 
analogue pour I’intégration. 
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En effet, on a 
dau —adu; 


f dau = an, af du= aus 
ff dan =a fa ou fadusa f du, 


ou bien, en posant du = f (x) dz, 


foleae=a [ p2)ae. 


INTEGRATION IMMEDIATE DE QUELQUES FONCTIONS 
SIMPLES, 


or 


donc 


324, La différentiation des fonctions simples x”, 
a*, elc., conduit immédiatement 4 un certain nombre 
d’intégrales, que nous réunissons dans le tableau suivant: 








d d mitt C 
daz"*'!— (nr +1) a"dx a" da —= “> 
7 4 ( -++- ) ? f n+ ? 
de*= e* dz, ferde ert C, 
a* 

da? — a*\adz, feat +C, 

dx dx 
d\z—= —» [Galera 

LT x 
dsinz — cosz dz, f cose dx —= sin + (C, 
dcosz —= — sinz dx, f sinede = — cosx-+ C, 
d dz ax t +C 

—= —-— ——. = tangz 

tang aps?” cos? x 5 ? 


ax 
dcotsz = —-— > ——>- == — cotx + C. 
° sin’ .z 
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° ° Tv 
Si x est moindre que -» 





. dx ax . 
d arc sz = —_— 9 ——————— — arcsing -+ C; 
yt— 2 yi — 2 


dx ax 
dare cosz = — ————— ————- — — arccosz + C. 
. vi— 2? fi — x? 


On a pour la méme intégrale f - 


yi— 2’ 


qui semblent différentes ; mais, comme 


deux valeurs 








. e T 
arc COS2 -+ arc SINT = —y» 
2 


on voit que les deux intégrales ne différent que par une 
constante, 





dx dz 
darc tang. —= ———» = arc tangxr + C. 
I+ 2’ I+ 2 


325. Dans toutes ces formules, x peut étre la variable 
indépendante ou une fonction quelconque de la variable 
indépendante. Par exemple, si, dans la formule 


Tas | 
(1) [ #de= * 
n+ 


on remplace x par 9 (2), ou aura encore 


{tel )\'do(z _ [e(z)] )\"" + C. 


n-+I 





326. La formule (1) devient illusoire quand on y fait 
n == —1: elle donne alors 


“11, 


e+ 0 


‘ bd 4 dx 8 ‘ 
Cela tient a ce que { = est égale ala transcendantel zx, 


qui ne peut pas étre représentée par une expression algé- 
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brique. Cependant un artifice de calcul permet de déduire 


de la formule (1) Ja valeur de =. 


En effet, si, dans cette formule, on retranche du se- 





e eo I e 
cond membre la quantite constante n 1 » ce gui ne 


change pas sa différentielle, on aura 


antl y 
[ vae= ——— 4+ C. 
r-+iI 


R41 


e e Ad 5 I e O 
Or, si l’on fait nm = —1, la fraction ———— devient -; 
nm-+il oO 


pour avoir sa vraie valeur par la méthode connue, il faut 
prendre la dérivée des deux termes par rapport a 7, et 
faire m == —1dans le quotient de ces dérivées, c’est-a-dire 


arti ] 


° 





» ce qui donne lx. On a donc 


fZeale+e 
a 


INTEGRATION D UNE SOMME. 


dans 


327. Nous avons donné, dans le calcul différentiel, des 
régles pour différentier une somme, un produit de plu- 
sieurs fonctions, une fonction de fonctions; on en déduit 
des régles analogues pour le calcul intégral. 

Ainsi, de la formule 


d(u+v— 2) =du-+ do — dz, 


on tire, en intégrant les deux membres, 


faut o—z)= J du + [ae— fas 
[U#) + 92) — ¥«)] a2 


=| F(2)as +f o(e)ds —f¥ (x) dx. 


ou 
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Done Z’intégrale d'une somme de fonctions est la somme 
des intégrales des fonctions qui la composent. 
Par exemple, 
Ag Batt! Capt 


[ (Aon +Bor+ Cort... )de= + + heey 
. m-+-l R+L p+ 











[qe 5 2°— 3.2+-8) de=at— 2 at — 28 — 82+ C, 


[= Aix? + 5) dx _! 


~2— 22°4+451lr+C. 
x 3 


INTEGRATION PAR PARTIES. 


328. Quand u et » sont deux fonctions quelconques 
d’une méme variable, on a 


duv — udv + vdu; 


donc, en intégrant, on a 


uv Judv+ fedua, 


fod — wy — f edu 


Cette formule, qui raméne la recherche d’une intégrale 


ou bien 


{ udy a celle d’une autre intégrale f vdu, constitue une 


méthode d’intégration fréquemment employée. On !’ap- 
pelle intégration par parties, quoiqu’il fat peut-étre plus 
correct de la nommer intégration par facteurs, puis- 
qu’elle est fondée sur la décomposition de la différentielle 
que I’on veut intégrer en deux facteurs. 


EXeEmMpPLEs. 


1° fe cosxdz,. 
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On posera 
fe cosrdx — | x’dsinz = 2’ sinx — 2 fa sinzdx, 


f- sin xdx — — | xrdcosr — — x cosx + | cosrdr 
—= — rcosx + sins +C. 
On aura donc, en substituant cette valeur dans la pre- 


miére égalité, 


fe coszdx = xr'sinx + 2arcosx — 28sinz + C. 


2° i werae. 
On a 
[ wedes [adem anet—m f em ietde 


Ainsi l’intégration de x"e*dx se raméne 4 cel'e de 
c™—'e*dx; on raménera de méme cette derniére a celle 
de x"~* e* dx, et ainsi de suite; en sorte que, si mm est un 
nombre entier positif, on sera définitivement conduit a 


chercher f e*dx, qui est e* -+- C, et une suite de substitu- 


tions donnera l’intégrale demandée. 
En prenant m = 2, on trouverait 


[ Pedsa ola — 2c-+ 2) +. 


3° fisae, 


lx étant le logarithme népérien de x. On trouve 


ftzae=ele— [ & = 2(lz—1)4 C. 
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INTEGRATION PAR SUBSTITUTION. | 


329. Quclquefois une fonction différentielle f(x) dx, 
qui n’était pas immédiatement intégrable, le devient par 
un changement de variable. On dit alors que l’intégrale 
est obtenue par substitution. 

Ainsi, soit x = 9(t): ona 


dx! (t) dt ct [ Aaae= [flee ee | 
EXEMPLES. 


1° | (ax + byprae. 


On posera 


ee elle 


dt 
az+b=t, dot dz = — 





ou 
1 (ac + bn 
a m—+i 


(ar by de= +. 


2° Plus généralement, si l’on avait a trouver 


[fiar+ b) dx, 


on poserait 
ax+b=—t, dot de= 3” 


et alors on serait ramené a 


30 


On se fonde ici, pour le choix d'une nouvelle variable /, 
sur ce que le numérateur de Ja fonction différentielle est 
égal, a un facteur constant prés, a la différentielle du 
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dénominateur. Posons 


I 
3a'+9=—t, dot ade =a at; 


il en résulte 


f 5 aidx 5 dt 5 
— — = —1t+C, 
324 +7 12 ¢ i2 
ou bien 
5 xidzx _ 5 , 
zdx 
fe 2 
Va? + 2? 
Posons 


Va+a2t=t, dot’ @iw=—t?, «rde=—tdt. 
Par suite | 
xdazx - 
—— dt=t+C=ya’?+ 27+ C. 
Va? + 2? 


5° La méme méthode conduit 4 lintégrale fréquem- 
ment employée 
dz . 


“+ pr t+ q° 


lorsque les deux facteurs du premier degré dans lesquels 
se décompose x” 4 px + g sont imaginaires, c’est-a-dire 


quand on a —F “> o. On a identiquement 


2 2 
cope an(ont)'= (0-4) 


Si l’on pose 


_ PF, dod dz= _P 
e+ fany/q ZR? d’ou a= aty/ ih 


ers cherchée devient 





arctangé -- C, 





Vea inkl PT 
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ou bien, en remplagant ¢ par sa valeur en fonction de x, 


x+L 


f{ dz: I are tang +c 
eee Oe re ee 
z+ px+q p? ° p? 

I—- > q — E 


Ce résultat peut se mettre sous une autre forme. Nom- 


mons a + 6 ~—1 et a —6 /—x1 les racines imaginaires 


de |’équation 
w+ pe+gq—o. 


__ ~P _ _ FP, 
a= 2” c=y/q 4h’ 


donc l’intégrale en question pourra s écrire 
dr I r—-a 
a+ pxr+q 6 6 


6° f dz . 
. Va — bx? 


on a 


Ona 





> vee bat 


Soit maintenant 


“dt 
dz I b I dt I . 
a OJ CLS —-—~are sint +-C, 
{73 Va yi —0 yb vi—e vo 
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en a — 
ee 
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ee oe 


a 


VINGT-HUITIEME LECON. 
INTEGRATION DES FONCTIONS RATIONNELLES. 


Cas des racines simples. — Cas particulier des racines simples imagi- 
naires, — Cas des racines multiples. — Cas particulier des racines mul- 


tiples imaginaires. 





INTEGRATION DES FRACTIONS RATIONNELLES 


330. Soit proposé d’intégrer la fraction 
F (x)dz 
J (#) 
F (x) et f(x) étant des fonctions algébriques entiéres 
de x. 

Si le degré de F(x) n’est pas moindre que celui de 
f(x), on peut diviser F(x) par f(x) jusqu’a ce qu'on 
parvienne 4 un reste 9 (x) d’un degré inférieur 4 celui 
de f (x); appelons Q le quotient, on a 

Fiz) —~QO+ g(x) 
f (2) Fa) (z)’ 


a fed 2+ [Ue poe 


et comme on sait obtenir f Qdx, la question est raine- 





d’ou 





° ae , e e ll 9 (a\dar 5 . 
née a intégrer la fraction rationnelle Flay? ou 9 (x) 


est d’un degré inférieur 4 celui de f(x). 





CAS DES RACINES SIMPLES. 


3341. Nous allons donc chercher 


g(x) dr 
Ff (2) 
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Soit m le degré de l’équation 
J (2) =0, 

dont nous désignerons les m racines par a, 6, c,..., k. 

Supposons d’abord que ces m racines, réelles ou imagi- 
naires, soient toutes inégales. Cherchons a déterminer, 
sic’est possible, m constantes A, B, C,..., K, de maniére 
que |’équation 


x K 
(1) Pett tg 








soit vérifiée identiquement. I] faut et il suffit que l’on 
ait, pour toute valeur de x, 








zx (x 
0) eal eZ yy eZ, 
F(z) f(x) 


Tous les quotients —, 9-9 sont entiers, et les 


xz—b 
inconnues A, B, C,..., sont en nombre égal a m; on 
pourrait donc trouver leurs valeurs en égalant les coeffi- 
cients des mémes puissances de x dans les deux membres; 
mais on emploie un moyen beaucoup plus simple, et qui 
a lavantage de faire voir que ces valeurs ne sont ni infi- 
nies ni indélerminées. 

Faisons x = a dans I’ équation (2); puisque les racines 





a, b, c,..., k sont toutes inégales, les quotients Lr, 
Lhe) es A) deviendront nuls. D’ailleurs = Aa) 7 de- 


e oO e e 9 4 
vient — pour x = a; mais sa vraie valeur, d’apres la wigle 
connue, est f’ (a). Donc 


. a 
g(a)=Af'(a), dor a= fie. 
Cette valeur de A n’est pas infinie, puisque @ étant une 
racine simple de f(x), f’(a) n’est pas nulle; la valeur 
de A est, en outre, différente de o si l’on admet, ce qui 
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. e ° 1 ee , e 
est toujours permis, que la fraction $=) soit irréductible. 


Ainsi, en donnant aux constantes les valeurs finies et 
déterminées 


(2) (6) 9(*) 
(3) A a= fe), B= Fy K = tt! 

"équation (2) est satisfaite pour x =a, x= d,.... Elle 
aura donc lieu pour toute autre valeur de x. Car, si |’é- 
quation (2) n’était pas identique, comme elle est au plus 
du degré m —1 par rapport 4 x, et quelle est vérifiée 
pour les m valeurs dea, 5, c,..., k, elle aurait m racines, 
ce qui est impossible. 


332. On peut encore parvenir de deux autres ma- 


f(z) 


niéres a Ja valeur de ——— pour x =a. 
1° On a (122) | 
f (2) =f (a+ «—a)= f(a)+(2r—a) f' (a)+ eae pr (a)+-. ay 





et comme f(x) est un polynéme algébrique, ce dévelop- 
pementest limité; or, puisque f(a) = 0, il se réduit 4 


f(x) = (#—a) f(a) + FO gray e..., 
d’ou 


F(z) 


&t—Q 


fhe) 


—=f' (a) + °—— (x—a)+..., 


et, par conséquent, pour x = a, 


m 2) A aS" (a). 
2° M étant le coefficient de Ja plus haute puissance de x 
dans f(x), on a . 
fle) Mie—b)(2— 
ag MM b) (x e)...(a—A), 
Stuay. -- An., I. 21 
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et, par suite, pour x = a, il vient 


lim L{s) —=M(a— b)(a—c)...(a—k) = f(a}. 
333. La transformation (1) étant ainsi opérée, on a 
pups = Adz Bdx 
J Fe) =Je+ an 


par conséquent 





g(xr)dr 
4) Fe) 





= Al(z—a)+Bl(2—b)+.... 


On se servira de cette formule quand les racines a, 6, 
c,...,kseront toutes réelles, et que les différences x — a, 
x—b,...,x2—k seront toutes positives; mais si 2 —a, 
par exemple, était négative, il faudrait changer Al (x —a) 
en Al(a—2), ce quiest permis, car ona 

— dx dx 


d\(a—«#) = —_—_ = ——_ - 





A] (x — a) serait imaginaire (n° 152). 


CAS PARTICULIER DES RACINES SIMPLES IMAGINAIRES. 


$34. Si quelques-unes des racines de |’équation f(x)=c 
étaient imaginaires, la transformation (1) serait encore 
possible, mais le terme correspondant 4 une racine ima- 
ginaire dans la formule (4) se présenterait sous une forme 
imaginaire. Il vaut mieux alors opérer de Ja maniére 
suivante. ” 

Considérons deux racines imaginaires conjuguées, 


° ax=eat+6y—1, b=a—6by—1; 
on aura 





g(a) g(ea+6V—1) = 
J’ (@) =Flane(ai) ot B® 


G et H étant deux fonctions réelles et rationnelles de « et 
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de 6, En changeant /—1 en — /—1, on aura 
b a—6 
p= i =e = G— Hy—1; 
on a donc 
A, B _ _G+Hy—1 | G—Hy—1 
t—-a «££—-b g—a—6y—1 z—a+té6V—1 
__ 2G(z—a) — 2H6 








? 








(# — a)?-++ 6? 
donc 
A B _ (2G(2—a)dx 2H6dzr 
Sls + <5) 4e= (z—a)?+6? (2—a)?+ 6 
Or | 
2G(2—a)dx __ ; 
[eae = GIf{(«— a) +- 67), 
2H6dz Harct (==) 
(2— al +e = 2riarc ang é ‘ 
Donc 








= GI{(z— a)?+ 6] — 2H arc tang (aS é “| + C. 


De cette maniére on aura opéré l’intégration de la frac- 
p (x) dx 
J (2) 
tion f(x) = o sont inégales. 

335. Exemp.es. 


1 g(x) _ (3—22)dx (3—22x)dx 
Fe) a —a ~ (e+ i)(e—a) 





tion rationnelle » Si toutes les racines de P’équa- 





Posons 
3—a27 _ A B 
vi— ©— 2 etl «¢—2 





En substituant successivement —1 et +2 a 2x dans 
21. 
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wey = 5, ona A=— 3) B=— 5 Par consé- 
quent, 
(3—2r)dxr_ 5 dr rdz | 
w—a2—2 3242+1 32—2' 
dou 
(3—azx)dx § 1 
{i= - 3 (e+) zl(z 2) +-C. 
2° par) I 
f(a) ae 
Posons 
1 — A B 
@—2 «e«—a «e+a’ 
ona 
e(t) get get 
SF! (2) 2a" ~ 2a’ ~ 2a 
d’ou 
de 1 (pa) 4 te4+a) 4+ 
ao—2 2a (t—a —I(z+a)+C, 
ou 
f drt 1(==*) c= 1 (e==*) 
a— x 2@ \r—a x—a 
30 g(z) (32+ 9)dxr 


F(z) 20°— 3245 


, 


Comme |'équation 2x? — 3.x + 5 =o n’admet que des 
racines imaginaires, nous allons opérer lintégration 
directe de cette fraction sans la décomposer en fractions 
plus simples. 

La dérivée de ax*—3x-+5 est 42 —3: divisant 
3x -+ 7 par 4x — 3, on aura 


je+7_ 3 + 34 
fz—3° h &(4z—3)’ 
et, par suite, 


3 
32+ 7 4 
a2?—32r+5°” azvt— 3245’ 
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d’ot 


{e534 3 f(42—3)dr +% f dz 


22'—32+5 Gj axv—32+5 Gf J 22°—324+5' 


ou 


(32-+9)dx 3 ay) dz 
[eee Hew —3245)4+ 7 [ 


Or ona 


37 dx __ 39 dx 
4 J avi—3a+5 8 ff, 3\? ar 
( 4/ ~- 16 


Cette derniére intégrale est égule (n° 329, 5°) a 


A are tang 4a — ae 


31 V3’ 





on a donc enfin 








(32+ 9)dz 

22°— 32+5 

= 3; (22?— 32+ 5) + 37 arc tang 47 —3 |. G, 
4 2/31 y31 


a 


4° Plus généralement, si l’expression a intégrer est 
(Mx +N) dz 


_—________. on la mettra sous la forme 
(z— a)?+ @’ 


M 2 (2 — a)dxr 
2 (x@—a)?+ @ 


Mais (n° 329), 


2(x—2)dx , "1 
| Sa lle- 4) + 6 a) 


+ (Ma +N) 





dx I LH 
(2 —appe 6 re lang é 3 
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donc enfin 


Mz-+-N d 
(2 — a)? + 6? * 
M Ma-+N xr— 


—_—_ —_— 2 
= = Il oe)? +- 62] + gare tang —, 








= 4-6. 


CAS DES RACINES MULTIPLES. 


o( =z) dx 
f(z) 


des facteurs multiples, c’est-a-dire si l’on a 





336. Dans le cas ot le dénominateur de admet 


f (2) =M(2—a)*(2— bP (xe —c)t...(x—h), 
il est impossible de trouver des valeurs de constantes A, 


B, C,..., K, capables de vérifier Pidentité 


g(z) =A B 


f(z) a-a'z—b 





En effet, si l’on réduit tous les termes du deuxiéme 
membre en une seule fraction, le dénominateur de cette 
fraction ne contiendra + —a qu’a la premiére puis- 
sance, tandis que ce bindme entre 4 la n'*™* puissance 


dans f(x), et que d’ailleurs la fraction a est sup- 


posée irréductible. 
Afin de découvrir le mode de décomposition propre 4 
ce cas, supposons d’abord 7 


f(2)=(%—a) 
On a, d’aprés la série de Taylor (122), 


_9(z) _ ea) 9’ (4) Tt  3"(a) 
(z—a)®  (@—a)*  (a2@—ay' 1.2 (#2 —a) 
I pr) (a) 

T Ta... (n—1) zr—a 








+... 
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Ce développement ne s’étend pas plus loin parce que 
g(x), dans le cas o& f(x) =(x—a)", est au plus du 
¢ (2) 
f(z) 
en 7 fractions ayant chacune pour numérateur une con- 
stante, et pour dénominateur une puissance de x — a. 
Le probléme est ainsi ramené a intégrer des fractions 
dz 
(2— a) 
d (x —a) 


(z— jh’ 





degré n —1. Il résulte de la que est décomposable 


de la forme 





Cette différentielle pouvant se met- 


tre sous la forme on voit que son intégrale est 


I e e 
— —_—_—-———; si h est .etl(x—a) sih=1. 
(4 —1)(«#— a) est >1,. et I ( 
337. Cherchons maintenant a opérer une décomposi- 
tion analogue 4 la précédente, dans le cas général, c’est- 
a-dire quand on a 


f(x) =M(2—a)(2—b)P(2x—e)l... (2—h) = (x — af (2). 
Soient A, A,, Aq, As,..-, An_s, 7” coefficients assujettis 

a vérifier Didentité 
g(z)_ A A 
f(z) (@—ap | ree 


(z— a) x—a f(z) 





(x) étant un polynéme rationnel et entier par rapport 
a x. Si l’on multiplie cette équation par f(x) et que l’on 
fasse passer dans le premier membre les termes qui con- 
iennent A, Aj, Ag,..., A,_1, il faudra que l’on ait, pour 
toute valeur de x, 





\2(2)— 8 pea 
") f(z) f(z) 
| A; (@—apot A, = = («# —a)}(z) 


Maintenant, en développant 9 (x) suivant les puissances 
de x — a, on aura 





g(a) , 
\ 


p (2) = 9(a)+ 9'(a)(z— a) - — @—@)?+.... 
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On obtiendra pour f(x) un développement analogue; 
mais comme a est une racine multiple de l’ordre n, f(a), | 
of! (a),.--,f'"7" (a) sont nulles, et l’on a simplement 


f(a fort (a) 


P(2) = P(e ay ade(nbiy Eee 


Substituons ces valeurs de 9 (2x) et de f(a) dans I’é- 
quation (1) : en ordonnant par rapport aux puissances 
de (2 — a), le premier membre deviendra 


f(a) 
9 (a) — AT, 


[rte a fel 4 Ue 











--(2-+1) 1.2...2 
9" (a) fr) (a) fen ( FON (a) eas (a) 
+ Tao rale-ta) Ta 1.2...(2-F1) ALT. De a | (-4 
Se 
o(") (a) fe (a) fant) (a) - 
+(5 4-4 SS | (7 —a) 


Or, comme le second membre est divisible par (x —a)*, 
il doit en étre de méme du premier. II faudra donc que 
les coefficients de.toutes les puissances de 2+ — a, dans 
le premier membre, jusqu’au coefficient de (x — a)"—' 
inclusivement, soient nuls. 

En égalant a zéro ces coefficients, on aura n équations 
du premier degré, quidonneront pour A, A,, Aq,..., An_; 
un systéme unique de valeurs finies et déterminées, car les 
dénominateurs des valeurs inconnues sont les différentes 
puissances de f") (a), et par hypothése f(") (a) n’est pas 


nulle. 


9 (2) 
J (x) 
A A. Ani, pfx) 


(2 — a)" (map Tema TZ ey’ 


sous la forme 


338. Ayant ainsi mis 
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on mettra de méme ¥{”) sous la forme 
Ji (2) 
B B, Bp—-1 x (t) | 
(2 bP Teo bet et Ke’ 
f, (x) désignant le quotient de la division de f, (x) pat 
(2 — b)P. 
En continuant de la méme maniére, on finira par ob- 
tenir le développement ° 
9 (x) __ A A; A,— 
f(z) («—ay (gaps those 
B + B, By. 
' (2— by (wba tT EG 
C C, Cy_, 
+ (a — c)? + (2 —c)t Teh e 





expression qui, multipliée par dx, sera trés-facile a 
intégrer. 

La décomposition précédente ne peut se faire que d’une 
seule maniére; car, si les constantes A,, Aq,--.,A,_; rela- 
tives 4 la racine a, par exemple, étaient susceptibles de 
plusieurs valeurs, on devrait les trouver en commengant 
la décomposition par cette racine. Or on n’a trouvé 
qu'une seule valeur pour chacune de ces constantes. Done 


la fraction ae ne peut se décomposer que d'une seule 


SJ (2 


maniére en fractions simples de la forme considérée. 


CAS PARTICULIER DES RACINES IMAGINAIRES MULTIPLES. 


339. Si quelques-unes des racines multiples de l’équa- 
tion f(x) =o étaient imaginaires, le développement 
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de 2 (x) 

J (2) 
faire disparaitre en groupant d’une maniére convenable 
les termes relatifs aux racines conjugées; mais i] est plus 
simple d’opérer de Ja maniére suivante. 





renfermerait des imaginaires que l’on pourrait 


Soient a + 6 \/— 1 deux racines conjuguées de |’équa- 
tion f(x) = 0, et nm leur degré de multiplicité. Posons 


e(z) ATH B Aiz HRB, 
f(z) [e—aF+ OF ea ep 
4 + 8: Ant + Brow ¥ (2) 


(e—ap rep * Goep re Filz) 


A, B, A,, By, etc., sont des constantes qu'il s’agit de dé- 
terminer; } (x) une fonction rationnelle et entiére de z, 
et f; (x) le quotient de f (x) divisé par [(2 — «)* + 67 ]". 


On doit avoir l’identité 


p(x) — (Ax + B)f\ (x) — (Ait + B,) [(@ — a)? + @ A (2) 
— (Art + B,)[(27— a) + 6)? f(x) 


(Anat + By) [2 — a) + PY, (2) 
= [(x —a)?+ 67 |" (a). 


Les constantes A, B, Ai, By, etc., doivent donc 
étre choisies de telle sorte, que le premier membre de 
cette équation soit divisible par [(x— «)*-+ 6*]" ou, 
ce qui revient au. méme, de mapiére que, pour 
x = a-+ 6 \/—1, ce premier membre devienne nul, ainsi 
que ses 7 —1 premiéres dérivées. On aura ainsi n équa- 
tions, dont chacune se partagera en deux, car il faudra 
égaler séparément a zéro la partie réelle et la partie ima- 
ginaire de chaque équation. 

Dans la premiére équation, tous les termes, a partir du 
second, contenant (2 — a)? + 6* en facteur deviendron’ 


nuls pour x = a-+ 6 —1. Cette équation ne contient 
donc que A et B, et comme elle se décompose en deux, on 
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pourra ainsi trouver Jes valeurs de A et B. Quant 4 la 
seconde équation, obtenue en prenant la dérivée des deux 
membres de la premiére, elle ne contiendra que A, B, 


A,, B, quand on aura fait x = a + 6 /—1, et comme A 
et B sont déja connus, et que cette équation se sépare en 
deux, elle donnera les valeurs de A, et de B,. On obtien- 
dra de la méme mani€ére les autres constantes. 

Ce calcul fait, on opérera ensujte la décomposition de 
} (2) 
fi (x) 
tout ce qui précéde, dépendra de la nature des facteurs 
bindmes de f; (x). 





en différents termes dont la forme, connue d’aprés 


340. Le cas des racines imaginaires multiples conduit 
donc a intégrer des différentielles de la forme 


(Az+ B)dr 
[(2—a)P+ GP” 


n étant un nombre entier et positif. Or on a identique 
ment 


(Ar +B) dz _ (2 — a) dz (Aa +B) dz 
tera + 67 pear Prep nal + 6" 


Si Pon pose 
(2—a)?+@—2, doh 2(4—a)dr=—dt, 


on a, a une constante prés, lorsque n est >1, 


Ale — a) dz dx Adt _ A 
[(e—eP+ep J ae ~~ 2(n—1)e 
A 


et, lorsque 2 =1, 


{S5845= * i[(e— a) + 6}, 


(x — a)?-+ 6? 


Reste donc a4 déterminer 


f (Aa +B) dx . 
[(2— a)?+ 677 
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Pour cela, soit x — a = 62, d’ou dz = 6dz; ona 7 


Aa B) de Aa+B dz 
(eae em Japa 


en sorte qu’on est ramené a trouver 


c’est donc cette derniére intégration qui doit maintenant 
nous occuper. 





341. On a identiquement 


(1) dz _ dz 2° dz 

(I + 27)" =|; + 37)"—'! -fz + yn 
Mais 
et 


car =4|- Gog) 


par conséquent, en intégrant par parties, on a 


“de z + I dz | 
Jax aye (an — 2) (1+ 27)""'  an—2 ) (1+ 27)" 
Substituant cette valeur dans (1), il vient, en réduisant, 


dz z 42a 3 dz 
(1+ 27)" — (an —2)(1-+27)*"'  an—a J (r+ zt 


Ainsi la recherche de f _ ae est ramenée a celle de 
(1 -+ 27)* 


2'dz =if 22dz | 
\weere3, “(ray 


dz 
—————— de méme cette derniére serait ramenée a 
(1 —+- gyri? 


dz 
celle de {| —_—., et ainsi de suite, et comme n est 
(1 +- 2? ye- —2 


un nombre entier positif, on sera finalement conduit a Ja 
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a qui est égale 4 arctangz. L’inté- 
2 


recherche de { 


ration de daz et par suite celle de (Ag+ B)de 
§ (1 tyr” Pp (Aa — a)? 6p” 
se trouvera ainsi effectuée. 
. d “y 
342. On peut encore obtenir { ——— de la maniére 
(1-+ 27)" 


suivante. Posons 
t= arctangz; 


il en résulte 





dz dz | di 
dt = >. = 
I+ 3 (r+ 27)" (1+ 2?) F! 
or . 
I dz 
‘par suite 


{ a = | cos"*"—*tdt. 


On connait différentes maniéres de parvenir a cette der- 
niére intégrale : une des plus simples consiste 4 dévelop- 
per cos*"—*¢ suivant les cosinus des multiples de ¢ [ 146, 
formules (1) et (2) ]. On obtient ainsi un développement 
limité, et dont chaque terme, multiplié par dé, s’intégre 
trés-facilement. 
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VINGT-NEUVIEME LECON 
INTEGRATION DES FONCTIONS IRRATIONNELLES. 
Fonctions qui ne contiennent que des irrationnelles mondmes. — Fonc- 


tions qui contiennent un radical du second degré. — Intégration des 
diflérentielles binémes.— Cas d’intégrabilité. — Formules de réduction. 





FONCTIONS QUI NECONTIENNENT QUE DES IRRATIONNELLES 
MONOMES. 


343. Une fonction qui ne contient que des monémes 
irrationnels est toujours intégrable. Ainsi, supposons que 
l’on veuille obtenir 


foreaeie 
I+yz 


Cette intégrale peut s’écrire 


Or, si l’on fait 
x=t*, dot dx —6e'dt. 
on aura la fraction rationnelle 


(1+ ¢3 — 1‘) 6e'de 


9 
1+ Zz? 


ou 





I 
dt (— zt’ “6 c§— 2g! t?— 
6 ( + ¢64 +. I+ : a)? 


dont l’intégrale est égale a 


P+ Sete 8 4 ae Get Gare tange +6, 


4 


et il ne reste plus qu’a remplacer ¢ par x. 
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344, On raméne au cas précédent toute fonction qui 
ne contient que des radicaux portant sur un méme bi- 
néme du premier degré. Ainsi, soit a chercher 


le ilee tae ax + 6) Jax 
xt Var+ 6 
On posera ax + b= t', d’ot 


es 3dt 
t= a de —°! 


a a 








9 V (ar + 6) axr-+ 6)? ta yt 


par suite on n’aura plus a intégrer que la fraction ration- 


nelle 
6 galt — by at |dt 
a —b-+at 


FONCTIONS QUI CONTIENNENT UN RADICAL DU SECOND 
DEGRE. 


345. Nous passons maintenant a l’intégration des fonc- 
tions qui contiennent Ja racine carrée d’un trindme du 
déwxiéme degré, tel que a +- bx + x’ ou a+ bx — x’ 
le trinéme peut toujours étre ramené a |’une de ces deux 
formes en faisant sortir du radical le coefficient de x* pris 
avec le signe +. 

La méthode que I’on emploie consiste a transformer x, 


ya + bx + x* et dx en fonctions rationnelles d’une nou- 
velle variable, de maniére 4 ramener le probléme a I’in- 
tégration d'une fonction rationnelle. 

Supposons d’abord que le terme x’, sous le radical, 
soit précédé du signe +. On pourrait indifféremment 


poser 
Va + bx+a?9= 2a; 
prenons z — x; en élevant au carré, on aura 


a+ be = 2? — 223; 
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Z— a 
ee | 
b+ 22 


b 3 
b-+- 22 


(b + 22)2z2dz—(22?—a)adz_ (a+ b2+ 2)2dz 
(6 + 22)? _ (6 + 22)? 


(1) z= 


(3) dx= 


La substitution des valeurs (1), (2), (3), dans la fonc- 
tion donnée, la changera en une fonction rationnelle de z, 
qu’il sera dés lors facile d’intégrer. 


346. On peut encore, quand a est >0, poser 


Va + bx + aim Va-+ «2; 


en élevant au carré et divisant les deux membres par x, 
on aura 
b +e = 22Va + x2; 


d’ou 
ozVa— hb 
(4) t=”? 
(5) (an beeen Mat Ve, 
6) in= (2? fa — bz + Va)ads 


(13! 


347. Exemp.tes. 
dx 
1° ——_—_——__—_—_—_—» 
f Va + bx + 2? 
Employons la premiére transformation et posons 


Va+ bx+27=2—2. 


D’aprés les formules (2) et (3), on aura 


dx dz b 
—— == = ; = |] = +2); 
Va+ bzr+ea - +s . 
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donc, en remplagant z par sa valeur x + a+ 62 + 2°, 
on aura 


[oer (Ee teres) +0 


Ya + ba + x? 


Quand b = 0, cette formule devient 





— _i(e+yare)+C. 
Ya + 2? 
3° (gr -+h)dr ; 
Ya + bx + x? 


Il est facile de ramener cette intégrale a la précédente ; 
ona 


—+2r)dae 
dVa+ bx + 2? = (b+ 22 )de ax )de _ Apts) 
2a -- bx + 2? Va+ ba + 2 


e ? e rd , ° b ' 
Si le numérateur de la fonction proposée était 3 +2; on 


pourrait immédiatement intégrer cette fonction. Or 
g(o42\dz (1 _ 8) ae 
(gr t+h)dx 2 + 2 
Vatbeta Vator+2? Vatbrt+ox 
donc | 


(gx +h) dx 
Va + bx + 2? 


b d. 
g (5 +7 jae ( e) -AL 
— ee h— 2 —— 
Va + ba + 2? 2 Va + bx + x? 
=gVa-+ bat x?+- (- —2) | (F+2+ yar za) +C 
348. Occupons-nous maintenant de l’intégration de 


f (2, va+ bz— 2 — 


Stcrw. — 4n., I. 22 
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D’abord, si a est positif, on peut employer la seconde 
transformation. On posera 


Ja + bx— 2x?=VYa+-2z, d’ou b— a= 2zVa+ 22; 





donc 
r) = b—2zVa 
( yet 
(2) Va + be — i= va + bs— sa, 
+2 
(3) i= 2(2*Va — bz —a)dz 
| — (t+ 2") 


349. Il existe une troisiéme transformation qui permet 


d’intégrer 
f(x, Va + ba + 2?) ax, 


quand les deux racines du trindbme a -—+- bx + 2* sont 
réelles (dans le cas ou xc* et le terme constant sous le ra- 
dical ont le signe —, les racines doivent étre réelles, pour 
que le trinéme ne soit pas constamment négatif). 

Supposons d’abord que le terme x* sous le radical ait 
le signe +; soient « et 6 les racines de l’équation 


a -+-. bx +- 2’? = 0, 


on aura 
@-+ be + z?= (x — a) (x — 6). 


Posons 
Va-+ br+at=(x#—a)s ou a+ be+2°= (x —a)2, 
il en résulte 


(x — a}(a—6)=—(2—a)}?z*, ou x —6 = (x — a) 2’; 
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par conséquent, 


__ 2 
(1) ea fa? 





I—z 





(2) Ya+ ba +2?=(x—a)z= ( 


—(t—2*)2azdz+(6—az*)azdz  2(6—a)zdz 


(9) de= (1— #')? =—Goay 


Il faut modifier ces formules, quand le terme x* est 
précédé du signe — : on écrit dans ce cas 


a+ bx — x? =(c2—a)(6—-2). 
Posons | 
Va + bx — a? = (x —a)z, 
d’ou 
6 — z= («4 —a)2’, 


et, par suite, 


_ 6+ a2? 
(4) t= Te 
(5) (a4 ba H(2~a)e— F 2H, 


(6) dpa (Eb BR) 2azds—(6+az*)azdz _ 2(a—6)zdz_ 
(ty 


350. On peut appliquer cette méthode a 
dx 
f ya+ bc — x? 
mais il est plus simple de ramener cette intégrale a 


dt 





Ona 
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Soit maintenant 





b \/ 6? b? 

—-—e2r=—t(/a+—, Wort dr=—dadt(/at+— 

2 4 4 
on 2 

dx dt b—2x 

——____————. = — | ————— = arccos —————— + C 

Va + bx — x? vi—? ¥4a + 6 
Sia=0, 


f dz b—22 
° ————- = arc cos ———_—-. + C. 


Vy bx — 2? b 


351. Les méthodes précédentes permettent d’intégren 
une fonction rationnelle f(z, Vx +a, (x + 5) dx, qui 
contient des radicaux du deuxiéme degré portant sur 
deux bindémes différents du premier degré. En effet, po- 
sons 





Vz +a=Z, 
d’ou 


r= 2?—a, Vx+b6=y2—a+b, dz = 22d3, 
Par suite, f(a2, (x +a, Vx + 6) dx devient une cer- 


taine fonction F(z, \/z? — a+ 5) dz, qu’il est possible 
d’intégrer d’aprés les méthodes exposées dans cette Lecon. 


INTEGRATION DES DIFFERENTIELLES BINOMES. — CAS 
D INTEGRABILITS. 


352, On appelle différentielles bindmes celles qui sont 


de la forme 
x™ (a+ bx")Pdz. 


On ne diminue pas la généralité de cette formule en 
supposant que m et n soient des nombres enticrs; si 


2 1\p . 
lon avait, par exemple, x* (a+ bz?) dx, on ferait 
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x= 2°, d’ou dx = 62'dz, et la question serait ramenée 
a intégrer 62° (a + bz*)?dz, différentielle binéme dans 
laquelle les exposants de z, hors de la parenthése et dans 
la parenthése, sont des nombres entiers. 

On peut de plus supposer 7 positif, car si l’on veut in- 


tégrer x™ (a+ bx")? dx, il suffit de faire x= ~ pour 


ramener cette intégration a celle de — z—"—* (a+-b2")Pdz, 
ou l’exposant de la variable, dans la parenthése, est po- 
sitif. 

Quant a p, on doit le supposer fractionnaire. En effet, 
si p était un nombre entier positif, on aurait, en dévelop- 
pant (a + bx")?, un polynéme entier, et si p était entier 
et négatif, on aurait une fraction rationnelle; dans ces 
deux cas, l‘intégrale s’obtiendrait par les procédés qui ont 
été exposés dans les précédentes Lecons. 


4 . cmp ea 
353. Pour trouver d'autres cas ou la différentielle 
a” (a+ bx")? dx puisse étre intégrée, posons 


at ba?" —z2, 








La différentielle devient alors 


I 'z—a\-; 7! 
5? ( b ) dz, 


et l’intégration pourra se faire si 








m+i . 
— un nombre entier. 


(1) 





En effet, si p est égal a la fraction , en faisant z = t’ 


on sera ramené au cas d’une fonction rationnelle. L’inté- 
gration sera donc possible. 
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354. On trouve un autre caractére d’intégrabilité, en 
écrivant la différentielle binéme sous cette forme : 


- emt (ag—" +. b)P dx. 


La condition qui vient d’étre trouvée devient pour cette 
m—+np-tt 
formule: ——— ou 
m+ 
R 





-++ p = un nombre entier, 


(2) 


condition qui pourra étre remplie, quand la premiére ne 
le sera pas. 

Par exemple, pour la différentielle x* (a + bx*)* dz, 
on a 


et la deuxiéme condition d’intégrabilité se trouve seule 
remplie. 


REDUCTION DE L’EXPOSANT DE X HORS DE LA PARENTHESE. 


355. Comme il n’est pas possible, en général, d'inté- 
grer la différentielle binéme x” (a + bx")? dz, il faut la 
ramener a d’autres intégrales plus simples; on y parvient 
au moyen de ]’intégration par parties. On a 


fo (a + bate da = | a"! (a + b2*)P 2*—' dz = f uae, 
en posant 


(a+ bxr)Pt' 
nb(p-+t) ’ 


uso "t!, op 


et, par suite, 


f a™ (a+ b2"\P dx 
(2) 


(a+- bart m—n--1 
nb(p+1)  nb( (p+1) 


— yr nti 


* fewslasbaypide 
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La nouvelle intégrale contenue dans cette formule sera 
plus simple que la proposée si m est positif et plus grand 
que n, et p négatif, car alors p-+1 aura une valeur ab- 
solue moindre que p. Mais on peut trouver une formule 
dans laquelle l’exposant de x hors de la parenthése soit 
seul diminué. En effet, on a identiquement 
zm" (a te bat)P+! = 2" (a + ba? (a + bx") 
<= az™—" (a+ bx" \P + bx™ (a+ bx")P. 


Par conséquent, 
fora + bx*)P+' dx 
= af oa + bz*\P dx +b | 2™(a + bx")? dz. 
Substituant cette valeur dans l’équation («), on aura 


fo (a + bx")? dx 


(a+ bz")P+' m—n+y1 


— y»m—r-+l _ —n n 
—2 nb (ptt) nb(p-1)" am (a+ bx)? de 
m—n--+i 


Par suite, en transposant le dernier terme et réduisant, 


f(a berprds 


ann (a+bx)rt! a(m—rn +1) 
6 (ap Bm+1)  b(ap+m+1) 


(A) 
x" (at ba Pdz. 


L’intégration de x” (a + bx")? dx est ainsi ramenée A 
la recherche de 


f(a + bx")? dx; 


on fera dépendre celle-ci de 


[ore + bx*\P dz, 


‘ 
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et ainsi de suite, en sorte que si m est positif et plus grand 
que nv, en désignant par in le plus grand multiple de x 
qui soitinférieur am, on sera ramené, aprés un nombre z 
de réductions, a l’intégrale 


{ a (a + bat dz, 


Si Pon avait m— in = n —1, cette derniére intégrale 
pourrait s ‘obtenir immédiatement, car elle deviendrait 


(a + ba®\r+' 


rn—tI 3 n»— 
[2 (4 + Ox" P de = pi) + C. 


e 


m—-+i 





Mais légalité m—in =n —1 revient a =I-+1, 


et Ja premiére condition d’intégrabilité (353) est rem- 
plie. 

Lorsque mp -+ m-+-1 = 0, le second membre de (A) 
prend la forme 0 —o, et cette formule devient illu- 
soire. Mais, comme a 





+- p est égal 4 0, c’est-a-dire a 


un nombre entier, on retombe dans le second cas d’inté- 
grabilité (354), et lintégrale s’obtient directement. 


REDUCTION DE L EXPOSANT DU BINOME. 


306. Dans la transformation (A) la réduction portait 
ur l’exposant de x hors de la parenthé®e, tandis que le 
facteur (a ++ bx")? ne changeait pas. On peut maintenant, 
au contraire, laissant le facteur x” invariable, ramener 
la recherche de l’intégrale proposée a celle d’une inté- 
grale dans laquelle |’exposant de a + bx" sera diminué 
d’un certain nombre d’unités. 

En effet, comme 


zat' 


a" (a+ bx"? dx= (a+ bun Pp d 





9 
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on aura, en intégrant par parties, 


de a+ bx")? dx 


a et (at bxr)P pnb 


+R —1 
m+i — Pee fm (a+ bar} dz. 


Par cette formule, l’exposant du bindme a + bx" a bien 
été diminué d'une unité, mais l’exposant de x hors de la 
parenthése a été augmenté de 7 unités. Pour réduire ce 
dernier exposant, on change m en m -+- n, et p en p —1, 
dans l’équation (A) ; il vient 


fo (a+ ba")P—' dx 


_amttlat ber (m+i)a 


I en —t1 e 
= b(np+m +1) d(np+m+t) fen (a+ bey ans 


par suite, en portant cette valeur dans I’équation (6), 


feo + bx"\P dz 
= gmt (a + bx" \P npx™*! (a + bx)\P 
_ m+t (m +1) (ap +m +1) 
an 
—— i 
+ ml fa a+ bz"\P'dz, 
et, en réduisant, 
fete + bx"\P dx 
B 
(B) et '(a+barP 





f a” (at bx*)P—' dz. 


— Ap m +1 pam 


Au moyen de cette formule, on étera successivement 
de p toutes les unités que contient cet exposant. 


357. La formule (B) devient illusoire quand on a 
np +m—+-1=—0; 


mais alors on retombe dans le second cas d’intégrabi- 
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lité (354), et Pintégrale cherchée s’obtient par un chan- 
gement de variable. 

En résumé, l'emploi des formules (A) et {B) fera dé- 


pendre l’intégrale fi x” (a-+ bx")? dx, quand met p sont 


positifs, de l’intégrale plus simple 
| f zr—in (a 4- bx \p*dz, 


in étant le plus grand multiple den, inférieur 4 m, et k 
la partie entiére de p. 
Par exemple, on raménera Dintégrale 


5 
fe (a+ bx’)? dx 


4 e e 
a f x(a-+ bx*)'dx, en la réduisant successivement, 


par la formule (A), aux suivantes : 
8 5 
fe (a + bz)’ dx, f= (a+ bx)? dz, 


et cette derniére, par la formule (B), aux suivantes : 


3 
2 


1 
f= (a + bz®)’dzx, f= (a + ba)? dz. 


FORMULES DE REDUCTION DANS LE CAS OU LES EXPOSANTS 
m ET p SONT NEGATIFS. 


358. Quand m et p sont négatifs, les formules (A) 
et (B) ne réduisent pas la différentielle binéme a une plus 
simple expression; mais elles conduisent 4 deux nou- 
velles formules, qui opérent la réduction dans ce cas. 

Occupons-nous d’abord de diminuer l’exposant de =x, 
hors de la parenthése. Pour cela, tirons de ’équation (A) 


la valeur de lintégrale f x" (a+ bx"\Pdx, ce qui 





4 
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donne | 


a" (a + ba*)P dz 


a™—"4' (at br*\P+' = b(m-+-ap+1 
ee (at bath b( m+ ap +1) a™ (a+ bx"\P dz. 
(m—n-+i)a (m—n+ti)a 
Ensuite changeons m—n en —m ou men —m--n: 
nous aurons 


ya (a —- bat \P+' 


a" (a+ bx")Pdz= — (m—1)a 


(C) 


b(np+n—m-+t) 
(m—t)a 


femr (a + bx"? dx. 


Par l’emploi répété de cette formule, l’intégrale cher- 
chée pourra étre ramenée 4 la suivante : 


1 eecaes (a + bx \P dz, 


dans laquelle in représente le plus grand multiple de 7’ 
contenu dans m. 
Si l’on avait 
—m+(i+ti1)r=r—-I, 


Ja derniére intégrale deviendrait 


bat p+ 
a (a + bx")? dx = (q+ bar" 4G. 
nb(p-+1) 
Mais comme on a ° 
— mm +I . ) 
—— =—i=u nombre entier, 


on retombe dans le premier cas d’intégrabilité. 
359. Lorsque p est négatif, on tire de la formule (B) 


a™(a + ba")\P-'dr 


m+ 
eat barr PEE far a+ barre. 


anp 
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Si l’on change dans ce résultat p —1 en —p ou pen 
—p-+I, on aura 


ic (a +- bx")? dx = 
m—+n+t+i— pr 
n(p—}) 

Si p est plus grand que 1, la valeur absolue de I'cx- 
posant du binéme sera diminuée d'une unité; en conti- 
nuant la réduction, on finira donc par ramener cet 
exposant a étre compris entre o et 1. 

Quand p =1, cette formule devient illusoire, mais ce 
cas est un de ceux ou l'on sait intégrer. 


360. Une différentielle de la forme 
29 (ax? +- bat)? dx 


z™' (a + bx")—P+! 
n(p —1) 


(D) : 
fate + bat)—-PH dx. , 


peut se mettre sous la forme x7+'? (a + bx‘—")? dx, et 
devient ainsi une différentielle binédme. 


361. Les formules précédentes permettent d’intégrer 


la diftérentielle 
x" dx 


=? 


Ji 2 





qui, d’ailleurs, tombe toujours dans |’un des deux cas d’in- 
tégrabilité. La formule (A) donne alors 


xz" dx _ x m—1 {2% dx 
vi— 2? vm m Vi-z 


En faisant successivement m= 1, 3, 5,..., on aura 








xdx 


vi — x 
xz dz _ ae 
\y$273 a 
_ dx e+ asrdx 
is -F vine 





—— Vi— 2’, 
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d’ou l’on tire 


d. 
\jas= * 


wd. 2 
= =-(5+3;)\s, 


via 


aide (ah | hex 2.4 : 
Goa ($+ 554+ 3h, 


ct, en général, si m est un nombre impair, 


xr" dx 
Wwe 


m— — tt)" 4...(m— 
=— | ee a Vinee. 


i m (m— 2\m 1.3...m 








Si m était un nombre pair, on arriverait 4 la formule 





a™ da 
yi— 2? 
x7! (in—1)a"—$ 1.3.5...(m—1) - 
=— Ee -+- “(m—2)m_ t+. “oh... m oes 
1.3.5...(m—1) . 
3.4.6... arc sinz + C. 
EXERCICES. 
4. Calculer 


dx 


oyi-a 





; d 
So.ution. — Cette intégrale se raméne a f sin'g en posant 
x = sin 9. 
2. Calculer 
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SoLuTion. — On a, & une constante prés, 


a |Va+ bz? —Vva I I 


4+ —1__ +. -_1_.. 
aaa Va + bz?+Va aVa+ bz? 3a (a+ ba)? 


3. Calculer 
X= f He _. 
(a+ bx’)? 


bx 
SoLurion. X=— —— — -——— 3 +, 


X = 


4, Calculer 


dz 
X= OOO” 
a eres a+ bz? 
SoLuTion. — Si bc — ae est positif, 


X= I (eee (a+ bx*)c teva) 46; 
aV/(be—ae)ce \Y(a-+ bx’) c — x be — ae , 


si bc — ae est négatif, 


I x 
= ———__———— are tang { y — be ————. } + C 
ay(ae— bc)ec e( ae es) 


5. Calculer 
alx?+ar—t 


donner la tangente, le sinus et le cosinus de cette intégrale. 





SoLUTION. X = arc sin-—— + €. 
a5 


En supposant nulle la constante arbitraire, on a 


t— 2 











. xr—2 aVvz?+ar—i 
sin X = » cosSx= Vite 


~ tang X = 
x5 cy} g 


oVnr+r—t 
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Se ene 


TRENTIEME LECON. 
INTEGRATION DES FONCTIONS TRANSCENDANTES. 


Fonctions qui se raménent aux fonctions algébriques. — Intégrale de 
s"Pdzx, — Intégration de quelques fonctions exponentielles et trigo- 
nométriques. — Intégration des produits de sinus ou de cosinus. — 
Intégration de sin™ z cos* xdzx, 


FONCTIONS QUI SE RAMENENT AUX FONCTIONS 
ALGEBRIQUES. 


362. On raméne aux fonctions algébriques, par une 
simple substitution, les intégrales qui renferment sous 


le signe f une fonction algébrique d’une transcendante, 


multipliée par la différentielle de cette transcendante : 
telles sont les intégrales 


[aeleds, [rleade, frie) S, 
a cosxdz, J Flooss) sinzdz, 
ff 


Par sense, 4 si l’on veut obtenir 


fey =, 


4s] dz e 
on posera lx = z, d’ou —= dz, et, par suite, 


ax grt 





=> fF (are tang zr) oe : 
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da. | 
fos? — er L¢ 


ou 





rn-+iI 


INTEGRALE DE 2"Pdyx. 


8 


363. Cherchons 4 intégrer une fonction telle que 
z"Pdx, z étant une fonction transcendante de x. Po- 
sons, 4 cet effet, 


[rde=a, [eZar=p, [rQaeas,...s 
on a 

f#Pae = [249 — Qa" — n far Quz, 

fr Qdz = | 2"-'dR = R2™" — (rn — 1) f*Ra 

feonas = | 2-*dS = Sz? — (rn — a) fm Sdz...3 
par conséquent, 
(A) [ePar= Q2*— nRs*"' + r(n—1)S2"?—.... 

La loi de ce développement est évidente. On aura l'in- 


tégrale cherchée si 7 est un nombre entier positif, et si 
lon sait obtenir les intégrales désignées par Q, R, 5, etc. 


364. Exemp es. 


1° fom (layaes 


ona 
| P=2"', z=Ie, det, 
ax x 
par conséquent, 
am am xz™ 
= -— =e S —— —“—"“eeoee 
Q im ? m 
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donc 
Jovtere 
=<] (ep— 2 ep + SY (ay.. 
are 


Si, dans cette formule, on pose 1z = z, on aura 


f weras — “|#—= n — got. nw, —...]+ C. 
m 
2° { (arc sina)" dz 


Il faudra faire ici 
z==arcsinz, P—=r1. 
On aura 
Q= Pdx = 2X, 


dz —__— 
R = == = -yi—e’, 
yi— 2 

















U= | dzt=z, 


et ainsi de suite; la substitution de ces valeurs dans la 
formule (A) donnera, en groupant convenablement les 
termes, 


f (arc sinx)"dz 
== x[z* — n(n —1)2"*-+ n(n —1) (2 — 2) (2 — 3) 2-*—...] 
+ Yi— z?[as*—' — n(n —1) (2 — 2) 27? +... ]. 
Story. — dnl. - 23 
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Lorsque n est un nombre entier positif, ces deux séries 
se terminent d’elles-mémes. 
Si l’on pose arcsinx = Zz, on aura 


vyi—2°?=—cosz, dx = coszdz, 


et la formule précédente deviendra 


f 2"coszdz 


—sinz[2"—2(n—1)2"?+-n(n—1) (n — 2) (2— 3) 2*-‘—...| 
+ cosz [nz*-! — n(n —1)(n — 2) 27> +... ]. 


Cette derniére formule est d’ailleurs une conséquence 
d'une autre plus générale. Ona 


[ f) coszdzx == f(x) sinz — [fF (a)sinzdz, 
fr (x) sinadz = — f' (x) cosx + fs (x) coszdz, 
[P(2)cosade =f" (a) sine — f'f*(2) sinzds, 


et ainsi de suite; par consequent 


[F(2)coneds =[s (2) J" (2) +F"(2) —-- sina 
+ [f'(z)—SF” (x) +f% (2) —...] cose, 
et 'intégrale pourra toujours étre obtenue si f (x) est une 
fonction algébrique et entiére. 


365. Quand 7 est un nombre négatif ou fractionnaire, 
ledéveloppement (A) renferme un nombre infini de ter- 
mes; il faut alors recourir 4 des artifices particuliers 
pour avoir l"intégrale. 


EXEMPLES. 
o at 
1 ay ’ 


n étant un nombre entier positif: si l’on pose lx = 2, - 
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. o> . . edz ’ . 
cette intégrale reviendra a — et Yon aura, en inté- 


prant par parties, 


edz e " I - dz 
ze (n 1)" RI zn 


Au moyen de cette formule, on fera dépendre { ee 








edz 9 9 ® 3 b 
de =? quon ma encore pu obtenirqu’au moyen d'une 





série, et l’intégrale cherchée de f = 


exdx 


0 se 
2 (ipa) 


posons 
I+z2—3, dok r—=2—1; 


Vintégrale proposée devient alors 


s—1 fy __. 2—t —1 
f* (@ 1) ds =f5 a_{2 dz 
Zz z 2? 
I ( { dz f =) 
—_-— —— | e—)- 
e 2 2° 
En intégrant par parties, on aura 


[pees [Zale =f- ea(2)=o4 oo @, 
z Zz 2 Z z 2° 


et, par suite, 








INTEGRATION DE QUELQUES FONCTIONS EXPONENTIELLES 
ET TRIGONOMETRIQUES. 


366. Les intégrales { e* cosbx dx et f e* sinbx dx 


peuvent étre déterminées simultanément au moyen de l’in- 
: 23. 
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tégration par parties. On a, 4 cause de e**dx = -, 
en b 
(1) f ercosberds = — cos bx -- z f evsints dz, 
. ef , b 
(2) fe sin bz dx = = Sin bx — ; f ercosbeds. 


De ces deux équations on tire 


: e** (acosbx -+- bsinbr) 
fe cos brdx = ao +C, 
ee! __ &*(asinbx — bcosbz) | 
fe sin brdz = ———___ ra + C. 


367. On peut encore déduire ce résultat de la formule 


[let Weg, a 


a+ by—t 


ou, aprés avoir remplacé les exponentielles imaginaires 
par leurs expressions trigonométriques, on égalera les 
_ parties réelles etles parties imaginaires des deux membres. 
Plus généralement, pour obtenir 


f zre*cosbzdz et f z*e**sin bz dz, 


il suffit de remplacer, dans la seconde formule, page 353, 


m par a-+ bV—r1, et d’égaler séparément les parties 
réelles et les parties imaginaires des deux membres. 


368. On intégre f(sinzx, cosx) dx, f désignant unc 


. ; 1 
fonction rationnelle, en posant tang - x= z. Il en résulte 


. . iI I 22 
sin 2 =: 281nN — TCcOS — Z == ———» 
2 2 1 -+- 2? 
I . tI I— 3? 
cosx == cos? — & — sin? — x == ———-» 
2 2 I-+ 2? 


2dz 
I+ 3? 
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d’ou 


J (sinz, cosz) de = f( 22 =) 2dz 


Ii-2 1-2} 1-3 
fonction rationnelle par rapport a z. 


369. Voici quelques fonctions trigonométriques qui se 
présentent souvent dans les calculs et dont l’intégration 
s obtient avec facilité. 


sin?.r 





4) 


1° [sine cosrdzx —- | sinzd sinzx — 
On peut aussi écrire 
. I . I ; 
fins coszdx = z f sinazds = ; sin2zrd(22). 


Donc 


f sinzcoszds =_—— zo0s2e + C. 


Il est aisé de s’assurer que ces deux expressions de la 
méme intégrale ne different que par une constante. 


2° tangeds = -(S = —lcosz + C, 




















cos xr 
ou 
ftangede =] + C. 
cOsSx 
dsi . 
3° fcotsde— iene =Isinx+C. 
sinz 
dx 
go f | dr _ sae =f aes = ltangr +-C. 
Sinz COSZ sinz tangz 
cos x 
I 
5o a ° (3 * =It . C 
jas Pa rs e+e. 


. iI I 
sin — TCOS —-z 
2 2 
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6° {< = —Itang (7 — 22) +6. 


Cette intégrale se déduit de la précédente en remplagant x 





par — —-—2. 
7° [aslirrene= [2d (5+) yasin i» 
I 
= — 2V/2c0os— xr-+C, 
2 
On trouvera de la méme maniére 


faevi= COS x = 2 asin—2 +C. 


go | dx 
asinz +- bcosx 


On pourrait ici employer la méthode générale (368); 


mais il vaut mieux écrire 


dx 
| seine -+- bcosz =F 1 & _a@sing | beosx 
ya +o -+- 2 + Va +. 6? 


>. 0 ; 
. = cosk, d’ot == = sink 


Si l’on pose ——— 
P Va? + 6 a? + 6 





on aura 


dx _ I az 
asinz + 6cosxr _ Ya? + 6 iF (a + ky? 


ou bien (5°) 








& ——* | tang 7+ * +.¢ 
asinz + bcos rar + 5? ang rhe 


9° Oe —* 
asinz + 6cosr +e 


Il faut employer, dans ce cas, la méthode générale (367), 
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T 6 q #°@ 
et poser tang — x = z : on est alors conduit 4 intégrer la 
fraction rationnelle 


2dz 
2az-+6(1—2) +e(itz) 


ce qui donne, suivant les cas, 


(c — b)tang$x +a 


_ is _. 2 2 72 
I 1 (¢ b)tang¢z +a Va? + b Cos. 


Va? + b?— c? (c — b) tangt2 + a+ Yai+ b? — c? 


———-——-— are tang 
ve? — 6b? a a? 


ou 


INTEGRATION DES PRODUITS DE SINUS ET DE COSINUS. 


370. Soit proposé de trouver 
f sn (ax -+- 6)sin (a’ x2 + 6’) dz. 


On a, d’aprés une formule connue, 


sin (ax + 6) sin (a’x +- 6’) 
__cos[(a—a’)x+b—b']  cos[(a+a')x+ b+ bt) 
2 2 ; 
d’ou 


sin (ax + b)sin(a’x + 6’) dx 


__sin{(@—a')z+b—6'] _ sin[(a+ a')z-+-6 +6'| 


_ 2(a—a’') 2(a + a’) +C. 


Cette formule devient illusoire quand a= a'; mais, 
dans ce cas, le terme 


cos[(a — a’)x + 6 — b'] de 
2 


__ pl 
dx, dont lintégrale est = daa XL. 





, cos (6 — 6’) 
a 


se réduit a 
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En général, il sera toujours possible d’intégrer un 
produit d’autant de sinus et de cosinus que l’on voudra, 
lorsque les arcs se présenteront sous la forme ax + 8, 
puisqu’on saura toujours transformer ce produit en une 
somme de sinus ou de cosinus. 


371. On peut, par ce moyen, déterminer | 


f sin*xdx et f cos" zdz, 


quand 7 est un nombre entier positif; mais il vaut mieux 
développer sin®x et cos"x en fonction des sinus ou des 
cosinus des multiples de x. Ainsi, par exemple, comme 


sin’ — = (sindz — Ssin3zx +-1osinz), 
on a 
. I I 5 
sint'a dx — —: | — + cos52x + ~ cos3.x— 10cos2) + C. 
16 5 3 


INTEGRATION DES DIFFERENTIELLES DE LA FORME 
sin” x cos" xaxX. 


372. Silon pose sinx = z, d’ou 


-t 
cosz==(1— 2’)? et dx=(1— 2") *dz, 


ona 





sin".x cos*adz = 2"(1— 2") * dz, 


d’ou l'on voit que si 7 est un nombre entier impair, po- 
sitif ou négatif, on pourra intégrer, quel que soit m. On 
verra de méme, en faisant cosx = z, que l’intégration 
pourra se faire quand m sera un nombre entier impair, 
positif ou négatif. 

Dans tous les cas, quels que soient m et 7, on raméne 
cette intégrale a d’autres plus simples au moyen de l’in- 











TRENTIEME LEGON. 361 
tégration par parties. On a 


f sin” x cos" x dr — f cos*—' x sin" x cosxdz 


sin™+! x 


= [ com's sintrd(sinz) = f cos-tzd 9 
m—4il 


et par conséquent 


f sin™ 2 cos* xdx 


sin®+! x n—! 
m-+-I m-—+i 


(B) 





| = cos*—"'z f sin"*? 7 cos” —*xdzr. 


Cette formule est avantageuse lorsque m est négatif, 
etn positif. Mais il est possible d’obtenir une formule 
dans laquelle ]’exposant 7 seul soit diminué de deux unités. 

Pour cela, observons que 


sin™+? x cos"—?.z = sin™ x(t — cos?) cos*—"z, 


sin™+? x cos"—?.2 — sin” xcos*—* 2 — sin" xcos"z, 
d’ou 
{ sin"+? x cos" x dx 


= f sin® xz cos" xdx — | sin®zcos"*zdz. 


Substituant cette valeur dans la relation (8), il vient 


sin®*! x 
m-t-i 


( f sin” xz cos"? rdz —~ | sin”®a cost ede) 


sin”. x cos*z dz — cos*"'z 


n—Tt! 
m-+- iI 





ou bien, en réduisant, 


| f sin” x cos*x dx 


sin™+! x cos"—'z¢ n—TI 
men m+n 





(B) 
; f sin" z cos" 2dr. 
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Ainsi | sin"xcos"x dx estramenéea | sin™xcos"~*xdzx. 
On raménerait de méme cette derniére intégrale a 
sin™ x cos"—* xdx, et ainsi de suite; en sorte que si 7 est 
un nombre entier positif, on sera conduit a l'une des deux 
intégrales { sin™rdx, ou f sin” x cos. x dx, suivant que n 


est pair ou impair, intégrales qu’on sait obtenir. En effet, 
nous avons indiqué plus haut (371) le moyen de calculer 
sin™xdx, quand m est un nombre entier positif, et, 


* 


d’un autre cété, on a 
. . . sin"! 
[sions cosxdx = [ sinnee sn zt = liad -+- C. 
m+ 


373. La formule (B) devient illusoire quand m=: —n; 
mais, dans ce cas, la formule (8) donne 


tang"*' x 
f tangrade — mT — frangerede. 


Changeons maintenant m +- 2 en mou men m — 2, et 
résolvons par rapport 4 f tang" xdx : il vient 
tang™—'zx 
(C) tangrads = 3 — f tangs az. 


Cette formule sert 4 réduire l’exposant de tang, et con- 
duit, selon que mm est pair ou impair, a 


farae+e, 


ftangeds = — Icosa + C. 


ou a 


374, La formule (B) fait porter la réduction sur l’ex- 
posant de cosx. Mais on peut en obtenir une autre qui 


’ e ° T 
réduise l’exposant de sinx en remplacant x par = 
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m par net n par m dans la formule (B), ce qui donne 





f sin” z cos" xdzx 
D) ¢* . 
(D) sin™—'zxcos**!'x m—! + nd n 
— sin"—*x cos"xdz, 
m-i-n m+- 2 


Cette formule sert 4 réduire l’exposant de sinx lorsque 
m est positif. Si m est un nombre entier pair, on a vu qu'au 
moyen de la formule (B) on ramenait l’intégrale pro- 


posée 4 lintégrale | sin"xdx. Maintenant, au moyen de 
la formule (D), on la raménera, si m est impair, 4 l’inté- 


grale { sinxdx == — cosx + C, et, si m est pair, a l’inté- 


grale f{ dx = x -+-C. Done, lorsque m et n seront entiers 


et positifs, il sera toujours possible de trouver l’intégrale 


° f sin” zx cos"*xdz. 


375. Les formules que nous venons d’obtenir ne pour- 
raient étre employées dans le cas ou l'un des exposants m 
et n, ou tous Jes deux, seraient négatifs. Mais elles en 
fournissent d’autres, qui permettent de faire les réductions 
dans ces derniers cas. 

Supposons m négatif, n étant positif ou négatif; en 
remplacant m par — m-- 2, dans la formule (D), et en 
résolvyant par rapport 4 l’intégrale qui est dans le second 
membre, on aura 


cos"x dx cos"! x m—n—2 [( cos’x 
(E) | = = - YH | et: 
sin” x (m —1)sin®—'x m—I sin" x 
l"intégrale proposée se raménera donc 4 f cos*xdx oua 


cos? x ‘ ‘ ‘ ‘ 
——— dx, suivant que m sera pair ou impair. 
sin 
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376. On déduit de la formule (D), en supposant n = 0, 
(F) f sioreds =— Se fOs 2 + = | sin tede, 


M 


et, par conséquent, si m est pair, 


{ . cosx]. m—? 
sin® xdzr = — sin®—! x +- 
m m— 


(m—1)(m—3) . 

* (a= 2)(m—9) 

(m — 1)(m— 3).-.3.0 
(m——2)(m—4)..4.2° | 

(m —1\(m — 3)..-3-1 a 
(m —2)(m—4)..-4.2m 








(G) 


+ C, 


et si mm est impair, 


. cosz! . ' m—T. 
sin" x2da.— — —— | sin” —'x-+- sin”? x... 
m 





m—2 


| * aaa ale 


On obtiendra de la méme maniére 


f cos' adr. 


EXERCICES. 


(H) 





4. Calculer 


ag 
X= f a+ 6 cosé 
Traiter & part le cas de a= b et comparer le résultat avec celui 
que donne la formule générale. 


SoLuTion. a>b, X=- — _ are cos acos§ +6 


Vai — 6 a-+- 6039 


. 1 tang o-+ 4/54 
a<b, X=———! +-C, 


Vb? — a’ ne 6 — b-+-a 
2 














I I 
a=, x= = tang 6 +C. 
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2. Calculer 
cos§da8 


~ J (a+ 6 cos) 


e 4M agsind . dQ ; 
Sovoried, (4 = ON) KX ey Ol ab cont 
On est ramené a la question précédente. Si a = 4, 


Xx 


I I I I 





3. Calculer 
dx 
xX = ne © 
{aaa 
. 2 1— yz 
SOLUTION. = ——Il(1— r)+ 2) —+ C. 
yx ( ity 
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TRENTE ET UNIEME LECON. 
DES INTEGRALES DEFINIES. 


Définitions et notations. — Signification géométrique. — Exemples d’in- 
tégrales définies. -- Des intégrales .considérées comme limites de 
sommes. — Remarques diverses. — Calcul approché d’une intégrale 
définie. — Nouvelle démonstration de la série de Taylor. 


DEFINITIONS ET NOTATIONS. 


377. Lorsque 9 (x) est une fonction de x, dont la dif- 
férentielle est f (x) dx, on a 


[fara 9(2) +65 


p(x) -+C est nommée l'intégrale indéfinie de la diffé- 
rentielle f (x) dx. Ordinairement on fixe la valeur de la 
constante indéterminée C d’aprés la condition que l’in- 
tégrale devienne nulle pour une valeur particuliére a, 
attribuée a x. Dans cette hypothése, C= — 9 (a) et 


f f(x) de = 9 (x) —9@ (a). 


Il reste encore dans cette expression une indéterminée x; 
mais si l’on donne a x une valeur particuliére 5, linté- 
grale, qui devient 9(b) — (a), est complétement dé- 


b 
terminée. On la représente par la notation f SI (x) dz, 
a 


et on la désigne sous le nom d’intégrale deéfinie, prise 
entre les limites a et 5, ou depuis x =a jusqu’a x = 6, 
On a donc 


b e 
f f(x) dx = 9 (b)— 9(a)- 
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Ainsi la valeur de Vintégrale définie s’obtiendra en fai- 
sant dans lintégrale indéfinie z= a, puis r= 5, et 
retranchant le premier résultat du second. 


SIGNIFICATION GEOMETRIQUE DE L INTEGRALE DEFINIE. 


378. Soit CMD la courbe dont |’équation en coordon- 
nées rectangulaires est y= f(x). Ona vu que f(x) dx 
était la différentielle de]’aire d'un segment terminé a une 


ordonnée variable : f f(x) dx est donc, d’une maniére 


Fig. 73. générale, l’aire comprise entre 
y » la courbe, l’axe des abscisses 
C et deux ordonnées quelconques. 


Mais si la constante arbitraire 

_— est déterminée d’aprés la condi- 
tion que l’intégrale ou I|’aire soit 
nulle pour x =OA=a,OP=<z 

. étant l’abscisse d’un point quelconque de la courbe, la 
valeur de l’intégrale pour cette valeur de x sera Ja sur- 
face ACMP. Par conséquent, si l’on y fait z= OB=—8, 


la valeur de l’intégrale représentée, comme nous |’avons 
b 
dit plus haut, par | f(x) dx, sera la surface CABD, 
a 
comprise entre la courbe, l’axe Ox et les deux ordonnées 


fixes AC et BD. 


EXEMPLES D’INTEGRALES DEFINIES. 





I 
f{ wde—=——), sin+i est positif. 
3 n+l 
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° I 
” f (2) = 3227—ar+5° 


Jrteae= queue <— +C, 


f J (2) dz= —= Ha (ae tang —— a z — arc tang a) 
Vig 





I 
= —= arc tang —=— 


14 8 
b 
3° ff Geale+e, = =1(2). 
Fr a «= a 
ax I x 
he feepa jeri +e, 


f de — = are tangi= — 
o +2 a ha 
d. . ' sd. 
5° = = are sinz-+C, _~__ — *, 


5 _— | __1.3.5...(22—1) & 
6 f sin” 2dz = 2.4.6...2n 2 








Cette derniére intégrale se déduit de Ja formule (G) du 
n° 376, dont tous les termes, a l’exception du dernier, 
s annulent aux deux limites. 


INTEGRALES DEFINIES CONSIDEREES COMME LIMITES 
DE SOMMES. 


380. Dans ce qui précéde, on suppose f(x) finie et 
continue depuis x = a@ jusqu’a x = 6b. Dans ce cas, l’in- 


b e 
tégrale définie f S (x) dx est la limite de la somme 


des valeurs infiniment petites de la différentielle 
f(x) dx, lorsque x varie, par degrés insensibles, de- 
puis a jusqu’a b. 
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Supposons, pour fixer les idées, a moindre que 4, et 
Fig. 74. admettons que f (.c) croisse con- 
stamment depuis f(a) jusqu’a 
f(&). Considérons 1a courbe 
CMD, dont I’équation, en coor- 
données rectangulaires, est 
y=S (2). 
‘Soient OA =a, OB= 6, OP= 2x, MP=y, PP’= Az. 
On a vu, dans le calcul différentiel , que l’aire CADB 
était égale a la limite de la somme d’unce infinité de 
rectangles tels que MPP’I. Or on a MPP’I= f(x) Ax; 


donc, si l’on désigne par 2 [ f(x) Ax] la somme de tous 
ces rectangles, on aura 





b 
aire CABD =| J (x) dz = lim S [4(2) Ax] => (F(x) dz], 


ce qu'il s’agissait de démontrer. 

On démontre encore ce théoréme d’une maniére pu- 
rement analytique. En effet, soit 9 (x) Pune quelconque 
des intégrales de f(x) dx, en sorte que f(x) = 9/ (x): 

on aura 
9 (z+ dx) — 9(x) =[9’ (x) +a] dz, 
ou | 


(1) b9(2)=[f(2)-+a]Ae, 

a étant une fonction de x qui s'annule en méme temps 
que Ax. Or, sil’on fait varier x par degrés quelconques 
égaux ou inégaux, mais de plus en plus rapprochés, de- 
puis x==a jusqu’a x=), on obtiendra, pour chaque 
valeur attribuéde 4 x, une équation analogue a l’équa- 
tion (1); en ajoutant toutes ces équations, on aura dans 
le premier membre la somme des valeurs de Ag (zx), 
c’est-a-dire l’accroissement total de 9 (x) ou 9 (b) —9 (a); 
il viendra donc 


(2) — 9(b)— 9 (a) = SUF (x) ax] + Si (zz). 


Srurv. —- An., I. 24 
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Mais, d’aprés un théoréme démontré (16), on a 


lim > (adv) =0. 


Donc l’équation (2) devient, en passant a la limite, 


b 
28) —2@)= f F(x) dx = lim Y [fF (x) dz]= [Ff (2) az]. 


e 


Ainsi l’intégrale définie est la limite vers laquelle tend 
la somme des produits tels que f(x) Ax quand x varie 
par degrés de plus en plus rapprochés, depuis a@ jus- 
qu’a 5; ou, sous une forme plus abrégée, l’intégrale est 
Ja somme des valeurs infiniment petites de la différen- 
tielle. 

C’est a cause de cette propriété que l’on désigne les 


intégrales par le signe f , lettre initiale du mot somme. 


REMARQUES SUR LES INTEGRALES DEFINIES. 


381. Dans la formule 


(1) f[ A2)42=9(0)—9(a), 


a peut étre plus petit ou plus grand que 6. Ordinaire- 
mention fait en sorte que a soit inférieur a 6. Or, quand 
il n’en est pas ainsi, on raméne aisément ce cas au pre- 
mier. En effet, la formule (1) donne 


(2) f f(x) de = (a) — 9 (6); 


d’ou il résulte que 


(3) [se\ees— f *e(a) de. 
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Ainsi l’on peut intervertir l’ordre des limites d’une 
intégrale définie, pourvu que l’on change le signe du 
résultat. 


382. Sic est une valeur de x comprise entre a et b, 
on aura 


[re ) dz = 9 (6)—9(@ ffl) ae =9 (ec) — 9 (a), - 


f f (a) dz =9(b) —9(c); 


fre te [r(x)ar+ f F(z) ae 


On peut encore démontrer cette formule en s’appuyant 
sur le théoréme du n° 380, ou bien en remontant 4 l’in- 
terprétation géométrique des intégrales définies. 

On dénrontrerait de méme que 


f f{ete= ff Ferter [perder [fae J flee 


et ainsi de suite. 


donc 


CALCUL APPROCHE D’UNE INTEGRALE DEFINIE 


383. Quand on ne sait pas intégrer une différentielle 
donnée f (x) dx, on peut souvent parvenir a deux limites 


b 
qui comprennent l’intégrale définie f Ff (x) dx. Pour 


cela, soit {(x) une fonction de x telle, que f(x) soit 
moindre que f(x) pour toutes les valeurs de x comprises 
entre a et b. Je dis qu’on a l’inégalité 


J "f() de> f “y(2) den 


| a 
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La considération des courbes le démontre d’abord trés- 
simplement. En effet, soilent CMD et C’M’D’ les courbes 
Fig. 75. dont les équations sont respec- 
livement y= f(x), y=(2x); 


comme de 


x—OA=a A x=—OB=—8H, 





A P B z ona 





J (x) > (2), 
la courbe C’M’D’ sera au-dessous de la courbe CMD 


entre les ordonnées CA et BD; par conséquent on aura 


| aire CABD > aire C’ ABD’, 
ou 


(1) [rere [¥ayae 


Autrement : puisque f (x) — { (x) est > 0, pour toutes 
les valeurs de x, depuis x = a jJusqu’a x = J, Vintégrale 


f " (Ff (x) —p(x)] dx, dont la dérivée est positive, croit 


en méme temps que x, et comme cette intégrale est nulle 
pour x = @, elle est toujours positive: on adonc ° 


ff [e)--¥elas>o, ou freer fo veae 


De méme, si x (x) est une fonction de =z telle, que 
x (x) surpasse f(x), de x= a a x=), on aura 


(2) ff te< fi x2) de 


Par conséquent, si l’on sait intégrer {(x)dz et y(x)dx, 
b 
on aura deux limites qui comprendront f Sf (x) dx. 


384. Exemp.e. ° 
? dr 


Oo vie 
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Tant que x est plus petit que 1, on a 
I I 


‘SSS ys 








? 
et, par suite, 


z 3 dx ? dz 
ax ——_—————e 
J <f S—</f Yi— 2 
Or 


[deo ih dz — arc sin ~ = 0,5236...- 
Oo oO vi — 2? 2 


Donc on aura 


; dx 
5 ’ 9 6.... 
o <f Vina ~° 523 

















NOUVELLE DEMONSTRATION DE LA SERIE DE TAYLOR. 


385. Les propriétés des intégrales définies conduisent 
a une nouvelle démonstration de la série de Taylor. Ona 
identiquement 


h 
f(2+h)—F(2)= ff f! (2+h—t)dt; 
Oo 
mais l’intégration par parties donne successivemen 
. 
f fer h—oae ° 
0 
ct 
=yiath—o+ fi if" (a+h—t) dt, 
. 
t 
f tf" (2 -+h—t) dt 
o 
— f’ h—t)+ ma f" a— t)de 
1,2 (z+ h— > 1-2 (t+ a—#) de, 


t t? 
f — f" (x+-h—t)dt 
0 





1.2 
=p (eth—oe [ oye (eth—na 
~ 7.2.3 9 1-2-3 t+ h—t)dt, 
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et ainsi de suite. En ajoutant toutes ces égalités, aprés y 
avoir fait t =A, onaura 





Fe BS (0) +I (6) SFM (0) ant fle) + 


R désignant le reste 


I 
1.2... 


h 
{ F* "(2+ h— t) t" de. 
0 

Si maintenant M est la plus grande valeur, et m la plus 
petite valeur que prend f"*' (x-+-h—1) det =0at1=Ah, 
on aura 


h 
I Mat 
—_____— Me? dt = ——_—____—__ 
a< a f 1.2...(2-+1) 


“I h mhrrt 
R > —— mt" dt=—= ——_——_—_——_.. - 
1.2...2 J, - 1.2...(a2-+1) 


. . . Art! Arr 
Ainsi R est compris entre ——_——. M et ——____ m 
2...(2-+-1) 1.2... (R-- 1) 


Donec (117), si la fonction proposée et toutes ses déri- 
vées, Jusqu’a la (7 4-1)", sont finies et continues entre 
les limites x et x -+ h, R pourra étre mis sous la forme 
Ra pets (2 4 0h), 
1.2...(”-+ 1) 
6 désignant une quantfté positive moindre que 1 : ce qui 
saccorde avec ce qu’on a trouvé par d'autres méthodes. 
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TRENTE-DEUXIEME LECON. 


SUITE DES INTEGRALES DEFINIES. — INTEGRATION PAR 
LES SERIES. ; 


Intégrales dans lesquelles les limites deviennent infinies. — Intégrales 
dans lesquelles la fonction sous le signe f devient infinie dans les 
limites de l’intégration ou a ces limites. — Intégrales définies indéter- 
minées. — Intégration par séries. — Exemples. 


DES INTEGRALES DEFINIES DANS LESQUELLES LES LIMITES 
DEVIENNENT INFINIES. 


386. Nous avons jusqu’a présent supposé que, dans 
b 
lintégrale f f(x) dx, les deux limites a et 5 étaient 


finies, et que la fonction f (x) était finie et continue entre 
ces méines limites. Nous allons maintenant chercher ce 
que devient l’intégrale lorsque l'une des limites, 5 par 
exemple, est infinie, f (x) restant finie et continue. Dans 


b 
ce cas, la valeur de l’intégrale est la limite de { f (x) dx, 


quand 6 croit indéfiniment. Cette valeur peut étre finie, 
infinie ou indéterminée, comme on le verra par les exem- 
ples suivants. 


387. 1° {- e-* dz. 
oO 


On a d’abord 
forde= — eF*+C. 


b I 
e7* dx = 1 —- 
I 2 


Donc 
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et, en faisant b=, 


oo 
f e-* dr = 1. 
0 


° ° I e 
Si lon construit la courbe Yy = zon obtient une bran- 


“Fig. 76. che infinie asymptote 4 l’axe 
Ox: Vintégrale définie repré- 
sente l’aire comprise entre cette 


branche, l’ordonnée OA et l’'axe 
Ox. 


[> o] 
2° f e* dx. 
°o 
On a, dans ce cas, 


b re 
{ e?dxz =e —1, { e*dxr==@. 
0 oO 
30 “ Co dz 
o xz? + c? 


L’intégrale indéfinie est 


dx I x 
——,, = — are tang — + C. 
w+ ¢ c 





Par suite, 


° dx — oso {an b 
9 @+e ec orang >? 
donc 





0 dx I m9 
— — arc tango = —- 
0 x? -+- ¢? c 2c 
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[e @) 
5° f cosz dx, 
0 


Ona 
b 
f cosxdx — sin b; 
oO 


mais quand 6 tend vers l’infini, sin 6 ne tend vers aucune 


fe 2] 
limite déterminée. La valeur de l’intégrale f cosxdx 
Oo 


est donc indétermineée. 


388. On peut quelquefois reconnaitre si l’intégrale 


f " pla) ae 


a une valeur finie quand 5 devient o. 
Supposons 6 trés-grand, mais non infini: en appelant k 
une quantité comprise entre a et 6, on a 


| { ‘fle)de= f f(a) de + f “Fle)ae. 


Puisque f (x) ne devient pas infinie, la premiére par- 
tie de l’intégrale est une quantité finie; il suffit donc de 
b 
savoir si l’autre partie f f(x)dz est finie. Mettons 

k 
f(x) sous la forme 


fle) = 224), 
w(x) désignant une fonction qui reste finie pour toutes 
les valeurs de x plus grandes que k. Soit M la plus grande, 
et m Ja plus petite des valeurs de o (x), pour toutes les 
valeurs de x plus grandes que k : on aura 


M m 
sa oS (2) > sa’ 
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[recuf'S, 


b m I I 
f J (2) de <a (= 7 om) 
Or, quand n est plus grand que1, le second membre de 


M 
— Fea’ Done 


On aura donc 


ou 








cette inégalité se réduit, pour b= 0, a 
~ | 
Vintégrale f J (x) dx a, dans ce cas, une valeur finie. 
a 


Si 7 est moindre que 1, on aura 


m 
1— 


ou 





b 
f f(x) dx> —™_ (brn gr), 
k (3 
Or, 1— 7 étant positif, le second membre de cette iné- 
b 
galité devient infini pour = : donc f I(x) dx, et 
k 
b 
par suite { JS (x) dx, est infinie pour b =o. 


_ Enfin, sim =1, on a 
b b dx b 
ff dz =>m f > ml (z): 
mais 1(7) == 0 quand 6 =o: done 
°°] 
f J (2) dz=o. 
k 


La méme remarque s’applique 4 l’intégrale 


f “S(2) de, 
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o (x) 


an 





quand on peut mettre f(x) sous la forme » @ (x) 


restant finie pour toutes les valeurs de x comprises entre 
— o elune certaine quantité moindre que 6 : cette inté- 
grale est finie si 7 est plus grand que 1, et infinie si 7 
est inférieur ou égal a 1. 


INTEGRALES DANS LESQUELLES LA FONCTION SOUS LE 
stone { peviens INFINIE ENTRE LES LIMITES DE 


L’INTEGRATION OU A CES LIMITES. . 


389. Dans le cas ou f (x) devient infinie pour x = b, 


b 
on définit f{ Jf (x) dx comme étant la limite de Pin- 
b—e ° 
tégrale JS (x) dx, lorsque ¢ décroit jusqu’a zéro. 
. b 
De méme, si f(a) =0, { f(x) der est la limite de 


b 
F(x) dx, quand ¢ décroit jusqu’a zéro. 


Enfin, si f(c) est infinie ou discontinue, c étant une 
quantité comprise entre a et 5, on pose par définition 


b c—e b 
f J (x) dx = lim J (x) dx + lim Ff (a) dz, 
a e a C+ 
quand ¢ et n décroissent jusqu’a zéro. 
On voit, d’aprés cela, comment il faudrait définir 
b 
f f(x) dx, si f(x) devenait infinie ou discontinue, 
a ° 


pour un plus grand nombre de valeurs de x comprises 
entre a et 5. 


390. Quand la fonction f(x) devient infinie 4 l’une 
des limites ou entre les limites, on peut souvent recon- 
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naitre si la valeur de l’intégrale est finie ou infinie. Sup- 
posons, par exemple, f(b) = 0: soit 


ie 


—x) 


f(2)= 


n étant un nombre seat et w(x) une fonction qui ne 
devient pas infinie lorsqu’on fait x <b. Appelons k une 
quantité comprise entre a et b et aussi rapprochée de 5 
que l’on voudra; on a 


. f esp ees free 


k 
Or, f J (x) dx a une valeur finie. Il suffit donc de 


b 
savoir si f JS (x) dx est finie. . 
k 


Désignons par M et m deux constantes entre lesquelles 
™ (x) reste comprise, lorsque x varie de k 4 6. On aura 
pour ces valeurs de x, si n est _ petit que 1, 


F(x) <0 oa 


par suite, 


f "p(a)de< J ~ oe 


(b— Ky —s'—"]. 





I-—f 
Quand ¢ tend vers zéro, le second membre de cette iné- 


i —nR 
- (6 —k)'-*. Done, 


eae . N 
galité tend vers la valeur finie — 


b—e b 
lim f F(x) dx, et, par suite, f f(x)dx, a une 
k a 


valeur finie. 
Je dis maintenant que, si l’on a n > 1, l’intégrale pro- 
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posée est infinie. En effet, on a 


I) > Goa 


par suite, 
b—e b—e dx 
[ S(2)ae>m fe 


~ m I I 
> |S -poRr)) 


n étant une quantité plus grande que 1, lorsque e tendra 
vers zéro, le second membre deviendra infini. Donc, 


b 
a fortiori, f f(x) dx tendra vers linfini. 
k 


Il en serait de méme si l’on avait n = 1; car, de l’iné- 
galiré 





m 
f() > pay 
on déduit 
b—e € dr 
; f(z) de>m J — 


Le second membre devient infini quand ¢ s annule; donc 
q ; 


b b 
f JS (x) dx, et, par suite, f Sf (x) dx elle-méme sera 


infinie. 


391. Exempxes. . 


b Pdr 
1° ——_—___———— 5 
f 2b? — bx — x? 


a et & étant deux quantités positives, et P une fonction 
de x, qui ne devient infinie pour aucune valeur de z, 


382 COURS D’ANALYSE. 
comprise entre a et 6. On peut écrire 


P P Y, I (x) 
BE OO 8 ———_—S—=ererear——l—T—"_"7D? 
(2? — bx — x? 26 +x vo—-x (b—x)? 

en faisant 
Pp 


Vabaa 


Comme l’exposant de 6 — x est plus petit que r, il ré- 
sulte de la régle établie ci-dessus que f Ee Pdx 


— ber— x 
a une valeur finie. 


5 t dz 
? f Vyi—2 














Ona 
dx 
vi—-2 
Donc, 
I—s dx 
————_ —_2-—-2 € 
° vyi—-e ? 
et, par suite, 
1 dz _ 
a) Vi—-x " 


Pour interpréter ce résultat, construisons la courbe 





I 
y == —=—=: cette courbe a pour asymptotes l’axe des x et 


une paralléle AP 4 l’axe des y 


menée a la distance OA =1. 


I 
. dx 
On yoit alors que f dx 
8) 


re- 





I— & 
présente l’aire comprise entre 
OB, OA, la courbe et son 
asymptote AP. Ainsi, quoique 
ce segment s'étende 4 I’infini, 
son aire a néanmoins une valeur finie. 
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DES INTEGRALES INDETERMINEES. 


392. Une intégrale définie peut quelquefois devenir 
indéterminée; c’est ce qui a lieu pour l’intégrale 


iro) 
{ cosxdx — sinco — sino, 
Oo 


car sinz, lorsque x tend vers l’infini, ne tend vers au- 
cune limite déterminée. 


En voici un autre exemple : soit l’intégrale 


a et b étant deux quantités positives queiconques. Comme 
I e @e e a 

— devient infini pour x = 0, valeur comprise entre — a 
x 


et + 5, il faut poser 


+b ay . —~ § dx . +6 uy 
—— — lim — + lim —y» 


et faire tendre ¢ et 7 vers zéro. Or, 


—*é; bd 
f ar 11a, ot = 16 — In; 
xz 2 


— ” 


dornc 
—e: b 
s+ f @ =1b—la+le—In 
” 


— g x 
(1) 
a n 
Par conséquent, 


+5 
f S =1() +1imi(¢). 
—q @ a n 


Mais comme il n’existe aucune dépendance entre les deux 
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. », ee € ° « s 
quantités variables ¢ et n, - ne tend vers aucune limite dé- 
Nn 


terminée, et par conséquent l’intégrale est indéterminée. 


INTEGRATION PAR SERIES. 
393. Etant donnée une différentielle f(x) dx, si l'on 
peut exprimer f (x) par une série convergente 
(1) F(x) = Uy ty t Ug te. t+ Ut Tay 


on aura, en multipliant par dz, et en intégrant entre deux 
limites a et J, 


[i tmens under fr ud +. 
+f u, op rade 


Si la série (1) est convergente pour x =a, r=6 et 
toutes les valeurs de x comprises entre a et 6, on peut 
supposer r, < €, € élant une quantité aussi petite que l’on 
veut, pourvu que 7 soit assez grand. Dés lors 


b b 
f Tn AX <f dx, 
a a 


[onde <e(b—a), 


ea 


ou 


b 
Donec { r,dx décroit jusqu’a zéro quand m augmente 
a 


jusqu’a Vinfini. Il en résulte que la série 


b b b 5 
f nde f mde + f eden f u,dr-+... 
a a a . a 


b 
est convergente et qu'elle a pour somme f JS (x) dx. On 
w/a 
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peut remplacer la valeur fixe 5 par l’indéterminée z, et 
il vient 


(3) [falas [onder [uder.... 


394. Cette formule est encore vraie pour r=), 
méme lorsque la série u, +- uy + us -+..., convergente 
quand x est moindre que 4, devient divergente pour 
x = b, pourvu que la série (2) soit encore convergente. 
En effet, quelque petite que soit la quantité positive ¢, 
ona 


b—« b—e b—z b—e 
f(a)de= f mae f ude f Usd I+ ..06 
a a a 


Or les deux membres étant des fonctions continues de x, 
qui ont constamment Ja méme valeur, leurs limites pour 
¢ = 0 doivent étre égales. Donc 


b ; b b 5 
f fedex f ade+ f mde + ff uy dz t-.... 


395. En général, si la formule de Maclaurin donne 
pour f (x) une série convergente, 


a 








f(z) =F (0)+2f"(0)-++ = f"(0) + af" (0) +..., 
on aura 
[f2)ae= C+2f(0) +f (0) + 4 F*(0) +... 


Si Pon veut en déduire l’intégrale définie ” f (x) dx, 
e’ 0 


c’est-a-dire si l’on veut que l’intégrale commence a x = 0, 
ou soit nulle pour x =0, il faudra que C soit nul. Ona, 
dans ce cas, 


Dro 
1.2.3 





ff M2\42=2f(0) + = 7"(0) + SI" (@) eves 


Sruau. — 2z., I. 25 
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EXEMPLES D INTEGRATION PAR SERIES. 











| - eos 
396. 1° f{ = 1(1-+2). 
I+ 2 
Par une simple division on trouve 
I a 
el Ce ee ey ode e+... aa ——_. 
I+ & L+2 
Donc | 
ra a x" * a*dx 
l-ae)ser— 4 te tS , 
(1+) 2 3 & nt o ite 


Quand x est moindre que 1 en valeur absolue, la série 
1—Z+2°—x*>-+... est convergente; donc Ja série 
x x tt 
E——+y— Zz +... l’est aussi entre les mémes limites 
de x. Donc quand —1<_x< +1, ona’ 
| xz a x 
l(1-+ 2) = 2 — > nn Sa 


3 4 





, . * z'dzt 
On peut démontrer directement que f a tend vers 
| ° 


zéro quand 7 augmente indéfiniment. 
En effet, si x est positive, ona 





donc 








7 dr get 
<— ” gtde — 
0 1+ =z n+. 


Or quand n augmente, le dernier membre tend vers zéro. 
Donc, en arrétant la série 4 un certain terme, l’erreur 
commise sera moindre que le terme suivant. Cette erreur 
sera en plus ou en moins, suivant que le dernier terme 
employé sera de rang pair ou de rang impair. 

Quand x est négative, en désignant par @ une quan- 
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até plus grande que x, mais moindre que 1, on a 


x xz 





et, par suite, 
{- x"dx < at 
> 1-2 (n+1)(1—2@)’ 
expression qui tend vers zéro lorsque m augmente jusqu’a 


Yinfini. Dans ce cas; l’erreur est toujours dans le méme 
sens. 


Si lon avait x=1, la sérier —1-++-1—1-+-1—... ces- 
e . pe I | I 
serait d’étre convergente, mais la série 1 — sty zte. 


le serait encore, et représenterait 12 (394). On a donc 


la=i1—-+5— 54 
i 2 3 4 °°" 
° © _de arc tanga 
> > i+2 52: 
On a 
I zrrl 

tt te att 
I 2 Tapa 


n étant uu nombre positif impair; si l’on intégre les deux 
membres et qu’on désigne par arc tang le plus petit des 
arcs positifs ayant x pour tangente, on trouve 





xz x x! = Tyre! dr 
ct Be eS ee 
arc tang zs 7+ a) Tae 
La série 1 — x*-+ x’ — x*-++-... cesse d’étre conver- 
= is la séri PtH... Vest 
gente pour x =1, mals a serle &— > +E coe § 
encore pour x = 1; on aura done 
tangtee wert pi gy 
retangi== > =I—s+5p——t+.... 
ee fi 3° 8G 
% dz . 
30 = arc sinz. 





Oo Yi— 2 


25. 
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Par la formule du binéme, on aura 





Multipliant le second membre par dx et intégrant, il 
vient 
(2) aresing =a + + = 413 213s Bob. 
23 2.4 5 2.4.67 ? 
série convergente quand on a —1<_ x<1, puisque la 
série (1) est convergente entre ces limites. 
La série (1) cesse d’étre convergente pour x = 13; néan- 


e e wv e 
moins, comme pour x =1= sin — la série (2) est en- 


core convergente, on a (394) 


1.3 


2.4 5 





T II 
—~=I+-5+ 
2 23 


bd 
Oa 


fimemn nr 
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TRENTE-TROISIEME LECON. 
APPLICATIONS GROMETRIQUES DU CALCUL INTEGRAL. 
QUADRATURE DES AIRES PLANES. 


Formules générales. — Quadrature des courbes rapportées & des coor- 
données rectilignes. — Quadrature des courbes rapportées & des coor- 
données polaires. 


FORMULES. GENERALES. 


397. Soit CMD la courbe dont l’équation en coordon- 
nées rectangulaires est y = f (<x), 
et représentons par u l’aire 
ACMP. En appelant x et y les 
coordonnées du point variable 


M (207), on aura 

du= ydx—=f (x) dz. 
Par conséquent u= ff (x) dx. 
Si l’on veut que l’aire soit limitée 4 l’ordonnée CA 


correspondant a l’abscisse OA = a, l’intégrale doit com- 
mencer 4 x =a, et !’ona 


u= [ f(a) de, 


x représentant l’abscisse d’un point quelconque de la 
courbe. 

Enfin, si on limite de méme l’aire a l’ordonnée BD 
correspondant 4 x = OB= J, ona 


Fig. 78. 





b 
u == aire ABCD ={ f(x) de. 
Qa 


Si les axes étaient obliques, on aurait, en appelant 0 
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langle des axes, 


b 
aire ABCD =sino f SF (x) dz. 
a 


398. L’intégrale définie est la somme des valeurs infi- 
niment petites de la différentielle entre les deux limites a 
et b. Or, si l’on suppose, ce qui est le cas ordinaire, que 
dx soit positive, f(x) dx ou la différentielle de l’aire 

Fig. 79- sera positive ou négative, sul- 
vant que f(x) ou l’ordonnée y 
sera positive ou négative. Par 
conséquent,|'intégrale représen- 
tera la différence entre la somme 
des segments situés au-dessus de 
I’axe des x et la somme des segments situés au-dessous, 
de sorte que, si l’ordonnée change de signe deux fois, par 
exemple, entre les ordonnées AC et BD, on aura 





. b . 
f J (x) dz = ACH — HIK + KDB. 
a 


La somme de ces segments serait donnée par 


f “fle)ae— f fle) de+ { Fle) dx, 


en désignant par h et k les abscisses OH et OK. 


399. Si lon voulait avoir la mesure de la surface com- 

Fig. 80. prise entre les deux ordonnées 
CA, MP, Pare CM et l’arc C’M! 
d’une autre courbe ayant pour 
équation 


y =9(2), 


on aurait 





x x x 
sirecoMM = yae— [ yae= f (x — x’) dz. 
a a a 
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EXEMPLES DE QUADRATURES DE COURBES RAPPORTEES A 
DES COORDONNEES RECTILIGNES. 


400. Soit d’abord, comme exemple de Ja théorie pré- 
cédente, une parabole quelconque y" = px”, met n étant 
positifs. Soit aire OMP= u; ona 


I 
du —y dx = p"2" dz, 
d’ou 
m+n 


bf 
* d n ny n 
“i= homens ° 
> man’ 








Ce résultat peut s’écrire 








LY 


“a= pxzrm 
m+n m+n 


Or, xy représente l’aire du rectangle OPMQ construit 
sur les coordonnées du point M. 
Fig. 81. On a donc 
OMP : OPMQ =2r:{m-+-n), 


ou 
OMP:OMQ—=2:m. 


Ainsi, la parabole partage le rec- 
tangle OPMQ dans le rapport 


constant de min. 





401. Réciproquement, il n’y a que les paraboles qui 
Jouissent de cette propriété. En effet, la proportion pré- 
cédente peut s écrire 

urlzy—u)—ajim, 
d’ot 
(m+-n)u—nay. 


Par conséquent, on doit avoir 


(m + n)du=nx dy + ny dz, 


ee ale 
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ou, puisque du = ydx, 


(m+n) ydx = nx dy +-ny dz, 
ou enfin 
my dx =nx dy. 
Ce résultat peut se mettre sous la forme 


mon = ay 


d’ou, en intégrant, 
niy=mie2e+C ou ly*=)a"+C, 


Mettant C sous la forme Jp, il vient, pour I’équation 
générale des courbes qui possédent la propriété dont il 
s’agit, 

J yt = | pa", 
ou 

yy? = pr". 


Dans le cas de la parabole ordinaire y* = px, on a 
n = 2,m=1,et, par suite, 


tax 
=3 ‘Ye 


402. Considérons, en second lieu, une courbe du genre 
Fig. 89. hyperbole donnée par]’équation 


Z* y* = Py 


met n étant deux nombres en- 
tiers positifs. On n’a représenté 
dans la figure que la branche 
située dans l’angle yOx, et qui 
a pour asymptotes les deux axes. 

Supposons 7 plus grand que m. Soient u = ACMP, 
OA =a, OP=-2x. Ona 





I m 
° & x Sd —_ =n 
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et, en effectuant l’intégration, 


1 n— mN n— Im 
n -~ s 
u— P"\x " —a" |, 


On voit que si x augmente jusqu’a l’infini, l’aire ACMP 
augmente aussi jusqu’a l’infini. Mais, au contraire, si, 
laissant MP fixe, on fait décroitre a jusqu’a o, la surface 
augmente continuellement, mais en restant toujours finie, 
et, ala limite, quand a = 0, cette aire se réduit a 














n 





rR— mM 


Ainsi la surface ACGH tend vers une limite finie, 4 me- 
sure que le point G se rapproche de plus en plus de 
Pasymptote Oy. 


1 m 
RB 





Cette limite, égale a place 


rn—mM 


(4 ' 5) 
—z—— xy, est dans le rapport constant de n 4 n—m 
rn-—-m 


avec le rectangle OPMQ = xy. On a donc la proportion 
us ay —ni(n—m), 
en désignant par uw I’aire indéfinie, qui cependant a une 


valeur finie. 


403. Réciproquement, il n’y a que les courbes com- 
prises dans l’équation x"y"=p qui jouissent de cette 
propriété. En effet, on déduit de la proportion précédente 

u(n—m)—=nezy, 
d’ou 
(2 — m)du= nz dy + ny dz. 


Comme du= ydz, il vient, en réduisant et divisant 


par zy; 
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Donc, en intégrant, 
niy=C— mlz, 


ou bien, en faisant C = Ip, 


ly? =1 a 
d’ou 
am y" = p- 
Dans le cas particulier o4 m = 7n, l’équation 
ae ; x" y" = p 
revient a la suivante 
ZY = Pp» 


qui représente une hyperbole équilatére du second degré. 
On aura 
—P de=p@ 
y= >? donc ydx=p >? 
et, par suite, 
ua pla + C=pl=. 
Si p =1, @=1, on aura 
u—lzx, ° 
c’est-a-dire que l’aire est égale au logarithme népérien de 
labscisse (244, 2°). 


404. Soit maintenant le cercle, dont I’équation est 


Yates; 
on en tire 
_— / a> — x, 
Fig. 83." Considérons un segment quel- 


conque COPM, limité 4 l’axe 
des y, et 4 une ordonnée ar- 
bitraire MP. Nous aurons, en 
désignant par wu l’aire de ce 
segment, 


(1) u = [oe Va? — 2; 
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en intégrant par parties, il vient 


(2) dV a = aye —o + 


, ede dz 


Va? — 2 _- 7 


Mais 
wdx  —  (*(z*— a? +- a’) dz 
Ya? — x? _ ya? — Z? 
= a? __ ae — | dzVa?— x’. 


ya? — z? 


Portant cette valeur dans )’équation (2), transposant et 
divisant par 2, il viendra 


paver Ba tN a de 
2 2 ya? —_—_ xz 

Mais 
dr 


ya? — x? 








. & 
=arcsin— + C; 
a 
donc 
— 2 2 2 . & 
w= fae Ba NOH Ee resin Z. 
P 2 2 a 
On déduit de la laire du secteur COM. En effet, le 
xVa?— x? 
2 


chant du segment, on aura donc 


triangle OMP a pour mesure ; en le retran- 


a? . & a . & a 
secteur OCM —= — arcsin — = — aarcsin — = — arcCM, 
2 a 2 as 


c’est-a-dire que l’aire du secteur circulaire a pour mesure 
le produit de V’arc qui lui sert de base multiplié par la 
moitié du rayon. 


405. Passons 4 l’ellipse, dont l’équation est 


ay? + 63 x: —_— a? b?, 
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et soit u le segment OPMB, limité a l’axe des y et a une 
ordonnée quelconque MP. On 
tire de l’équation de | ellipse 


et es 


Fig. 84. 


Donec, 


x 
w=z| Va? — «dz, 
a 
oO 


Décrivons sur l’axe 2a comme 
. e e ’ ° me 
diamétre une demi-circonférence, et soit uv’ l’aire du 
segment COPN: on a 


a 
=f adxVa? — x’, 
i) 





d’ou Von déduit 


Ainsi le segment elliptique et le segment circulaire, 
gui correspondent & la méme abscisse, sont entre eux 
dans le rapport constant de b a4 a. Il en résulte que si 
lon désigne par S la surface entiére de ellipse, et par 
S’ la surface du cercle, on aura 


S:S’= b3a, 


d’ou l’on tire, 4 cause de S’ = za’, 
b 
S=-X<ra=—rnab: 
a 


donc /a surface de l’ellipse est moyenne proportionnelle 
entre les surfaces des deux cercles qui ont pour dia- 
métres respectifs les axes de l’ellipse. 


406. Les deux triangles OMP, ONP, qui ont méme 
base OP, sont entre eux comme leurs hauteurs. Donc 
OMP MP 6 
ONP” NP a? 
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ct comme, d’ailleurs, 


ll b - 
— == 7 
u 
on aura 
u—OMP _ b 
u’ — ONP — @’ 
ou 
OBM | b 
OCN” a’ 


ce qui permettra d’évaluer le secteur elliptique OBM, 
puisque l’aire du secteur circulaire OCN est connue. On 
passera de la facilement a l’aire d’un secteur quelconque. 

On peut diviser l’ellipse en un certain nombre de sec- 
teurs égaux, quand on sait faire la méme opération pour 
le cercle. Il suffit de diviser le cercle en parties égales, 
puis de mener, par les points de division, des perpendi- 
culaires 4 OA. Si l’on joint le centre aux points ou ces 
ordonnées rencontrent l’ellipse, on aura divisé cette 
courbe en secteurs égaux. 


407. Pour l’hyperbole, dont l’équation est 


Fig. 85. —_— 
=F yx? — a’, 


l’aire du segment AMP est don- 
née par la formule 


of AP b (a 
% “= — V2? — atdx, 
, ada 


En intégrant par parties, on a 


2. 
ae a 


Pedr (w@— a+ a)de 
yea ata 
f 
ios fst 








Mais 


zx? — Q 
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on a donc 
[eevee = sve—e “1 (a + x? — a?) + C, 
d’ou 


AMP — bx V2? — a? _ aby (2 Hye") 
2a 2 a 

408. Comme derniére application, considérons la 

Fig. 86. cycloide AMD engendrée par le 
mouvement du cercle ANB rou- 
lant sur Ja droite BD. Prenons 
pour origine des coordonnées le 
sommet A, et pour axes la nor- 
male et la tangente a la courbe 
en ce point. L’équation différen- 
tielle de la cycloide est alors 


2a—y¥ 
de=d / 242. 
7 Jy 
On aura donc 


yr J — 
aire AMP ={ ydz =/ dyVoay — y%. 
0 0 





Menons MQ perpendiculaire a AB, et soit AQN le seg- 
ment délerminé par MQ dans le cercle ANB. En obser- 


vant que QN = 2ay — y?, nous avons 


J ——_____. 
segm.AQN = [ dyVuay — y’, 
o 


donc 
AMP = segm. ANQ. 
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Si l’on fait x = 7a, et, par conséquent, y = 2a, on aura 


ras 


ADG = —-- 
2 
Retranchant cette aire de l’aire 27 a* du rectangle ABDG, 
et doublant, on aura | 
2 aire AMDB = 3na’; 


c’est-a-dire que /’aire comprise entre la cycloide et sa 
base est égale a trois fois l aire du cercle générateur. 


QUADRATURE DES ,COURBES RAPPORTEES A DES COORDONNEES 
POLAIRES. 


409. Si u désigne l’aire du secteur COM, on aura 





Fig. 8 e I 
J du—--—rdé, 
Z ° 
a ret @ étant les coordonnées po- 
0 t.  laires du point M; par suite, 


wat fray, 
2 


cette intégrale ayant pour limites les valeurs de 9 qui cor- 
respondent aux points C et M. 


440. Soit comme application la spirale logarithmique, 
dont |’équation est 


r—ae™®, 
on ‘aura 
a’ a® ra 
u—— | e?™9ago— — ec? "94 C——-+4¢, 
2 4m Am 
Fig. 88. , . 
| Posons OC = 1’, et faisons dans 
N Ja formule r=r’; il vient 
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par suite, 
I 
um —— (r?— r’?), 
Za (r= 7") 
Si le point C se meut en rétrogradant sur la courbe, le 
rayon vecteur OC décroit jusqu’a o, et l’aire du secteur 


. r? 
tend vers la limite Tin 


Ai1. La quadrature des aires curvilignes est quelque- 
Fig. 89. fois rendue plus facile par l’em- 

ploi des coordonnées polaires. 
Pour en donner un exemple, 
soitla courbe qui a pour équation 





(1) #+y'—ary=o. 


Cette courbe, connue sous le nom de folium de Des- 
cartes, se compose de deux branches infinies qui se tra- 
versent mutuellement 4 l’origine, et qui ont pour asymp- 
tote commune la droite dont |’équation est 


eteyt 5 = 0. 

Avec les coordonnées primitives, la question qui nous 
occupe exige la résolution d’une équation du troisiéme 
degré; mais si l’on prend |’équation polaire de la courbe, 
en placant le péle au point O, on n’aura jamais qu'une 
seule valeur du rayon vecteur pour une direction donnée; 
car l’origine étant un point double, l’équation devra étre 
satisfaite pour deux valeurs nulles de r, et, par conséquent, 
le premier membre sera divisible par r’. 

Sil’on prend Ox pour axe polaire, il faudra remplacer 
x par rcos@ et y par rsin@ dans l’équation (1), ce qui 
donnera 


r*(cos’@ +- sin*@) — ar?sin §.cos@ == 0, 
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ou bien, en supprimant le facteur r? et résolvant par rap- 
portar, 


(2) 


asin § cos@ 
~~ gin?@ -- cos*@ 


D‘ailleurs, u désignant l’aire du segment OAM, on a 


1 6 
= xf rd. 
2 oO 


Donc, en remplagant r par sa valeur, nous aurons 


1 (9  a'sin?@cos?6 
i=<=— -_ dé, 
2 J, (cos*@ + sin*d,? 


2 


ou bien 





tang?@ 
ane” cos"O 
2/J, (1+ tang* 9)? 


Pour trouver cette intégrale, posons 


1+ tang’@= 2, d’ot dz= 3tang?6 





. cos?@” 
et, par suite, 
dé 
tang? @ —— 
08” cos? 6 _ I f{de_ 1 C 
(1 tango? 3) 2 32 
I 
— C. 


3(1+ tang’é) * 
En reportant cette valeur dans u, on a 


a? I 


-————— + C, 
6 1-+ tang?¢ 


e=—— 


La constante C devant étre déterminée de maniére que 


: .” 1 @ ‘ 
laire soit nulle pour @ = 0, ona C= G * par suite, 


a’ tang®9 
“== —- ——__"——_- 
6 1+ tang*6 


Stunu.— 4n., I. 26 
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On obtiendra .l’aire de la feuille entiére, en faisant 


a 


6 


iy ° e ’ ! 
§= 5 dans la valeur de u, qui devient alors —; car la 


. tang? 6 , pie 
fraction sy? que Yon peut écrire 


1 
—_______ ————-, est 
1-+- tang I+ cot? 9° 


4 4 __ 
égale 4 1 pour 0 = * 


EXERCICES. 


4. Calculer Vaire que renferme la développée d’une ellipse dot 
des axes sont 2a et 26. 
3 (a? — 8%) 


SOLUTION : 5 ab 


2. Trouver en coordonnées polaires Véquation de la développante 
Wun cercle, Vexpression d’un are de cette courbe et celle du sec- 
feur compris entre cet arc et les droites menées du centre du cercle 
aux extrémités du méme are. 





SoLurion. — Equation de la développante... d@@= — dr, 
73 
Arc de la courbe............ $x yrin a 
2a 
I 3 
Sectour....... oe eeee eeeeeee ao (r?—@’)’, 


3. Trouver Vaire contenue dans la portion fermée de la courbe 
ai+y'—azry=o 
-qui se trouve dans Vangle des coordonnées positives, 


ra’ 


SOLUTION : 5 











TRENTE-QUATRIEME LECON. 
RECTIFICATION DES COURBES PLANES. 


Formule générale. — Application a divers exemples. — Parabole. — 
Ellipse. — Hyperbole. — Cycloide. 





FORMULE GENERALE. 


412. Si lon désigne par s un arc de courbe compris 
entre un point fixe et un point de cette eourbe, dont les 
coordonnées reetangulaires sont x et y, on aura 

ds = dx? + dy 
Il suffira donc, pour trouver la longueur de I’arc, d’in- 


tégrer dx” + dy* entre des limites convenables, aprés 


avoir remplacé x ou y par sa valeur tirée de l’éyuation 
de la courbe: si y, par exemple, est fonction de x, on 


prendra 
/ dy? 
s= ax / I + oy e 
dx? 


RECTIFICATION DE LA PARABOLE. 


443. Si, par exemple, nous voulons trouver la lon- 
gueur d’un arc de la parabole dont l’équation est 


ys 2pr, 
il faudra, dans la formule ds = V/dx* + dy*, oa nous 
supposerons x fonction de y, remplacer dx par sa valeur 
lirée de Péquation différentielle 
ydz=pdzx, 
ce qui donnera 


2 dy? ee 
ds \/T P+ dp SPP 


26. 
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Nons avons done, si l’arc doit commencer au sommet de 
Ja courbe, 


J 
rai dy Vy? + p*. 


oO 


En intégrant par parties, il vient 


[or = =y Vy? + p — [5 ; 


mais on a 
yrdy re) dy 
—_ ay PPP [a 
VPP + VP +s 
Par conséquent, en substituant et transposant, 


2 [OVP =yyvyi+ P’ +P 


Vy? + p? 





Or (347, 1°) 


\ee- (y+ Vy? + p*) +; 


donc 
I Vy? + p? ——— 
fay ea ee zw P +Fi(y+vy +P) +6 
L’intégrale devant s’annuler pour y = 0, on aura 
o=Hlp+, d’ot C=—F lp; 
en substituant cette valeur dans la formule, il vient 


a WNP +2i(2e =F), 
2p 2 P 


RECTIFICATION DE L ELLIPSE. 


414. Considérons l’arc d’ellipse BM, compté a partir 
du sommcet B du petit axe ( fig. 84, p. 396). 
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De l’équation de la courbe 
ay? + bz? = a’? b?, 
on tire 





on aura donc 


4 oe r a ns {Pe 
— Oe 7 +R 2 (a? b? — (a? 6? — b?x?)’ 


ds = de (/eaeate. 
a (a? — 2) 


Posons pour simplifier /a* —- 6? = ae, e désignant l’ex- 
centricité, c’est-a-dire le rapport de la distance focale au 
grand axe: il vient 


ou bien 


Comme x varie entre o et a, on aura toutes les valeurs 


de x en faisant 
“= asino, 


langle 9 variant de o a= : il en résulte 


1— e’sin’g — 
ds ad ———— = adv i—e'sin'g. 
$a peasy (/ cOs*p a evi e*sin’@¢ 


Nous aurons donc enfin 


? —__-_____ 
s=areBM =a ff dg» yi —c?sin’g. 
oO 


AAS. L’intégrale { , do 1 — e’ sin’ 9 est une fonction 
o 


transcendante dont la valeur ne peut étre obtenue que 
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par un développement en série. La formule du binédme 
tonne 


1 
so sy I... Ir. 
(1 — e? sin?9 )* = 1 — ~ ¢? sin?o — — > e' sin’ 
2 24 


161-3 eg 1.1.3.5 
2.4.6 a 9 


On a donc pour l’arc BM 


\s=< (o— Se f dgsinry — pet [ dysin's 


—— 





(t) 1.3.3 


2.4.6 





& | desin’o —.. . 


Les intégrales du second membre s’obtiendront en substi- 
tuant 9 4 x dans la formule (G) du n° 376, ce qui donne 





fsiomedg=— 8 | sinm—tg + A sing 
(m—1)(m—3) . 
| (m—2)(m—4) sin™—*@ -+-... 
(2) (m —1)(m—3)...5.3.1 , 
: + eee | 


(m —1)(m— 3)...5.3.1 9 


+ Um = 2)(m—4)..4e2 


On ne met pas de constante arbitraire parce que cette 
intégrale doit commencer 4a zéro. 

416. Si Yon veut avoir le quart de l’ellipse, il faudra 
faire 9 = ~ dans toutes les intégrales. Cette substitution 


effectuée dans la formule (2) donne 


. .3.5...(m — 3)(m — T 
(3) f{ sin" de = ——— $2 Sin Y.8. 
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On aura donc 


rs 
2 ____ I 17.3 
f Vi— @sin'gdg=  — ~~~ ——~- Fe > * 
0 2 2 22 24 2.42 
13 , 1.3.5 8 
2.4.6 2.4.62 —"’ 


et, par suite, 
Ta r \? 1/1.3 ,\? 
1/1.3.5 \? 1 /1.3.5.95 | \? : 
~ 5 Gren e) a, (4 e) ~T | 
série convergente, et d’autant plus que e est plus petit, 
ou quea différe moins de &. Lorsque !’ellipse s’écarte peu 
du cercle décrit sur le grand axe, il suffit de calculer un 


petit nombre de termes de la série pour en avoir la valeur 
avec une approximation suffisante. 


4417. On aurait pu parvenir & la formule (3) sans re- 
courir 4 la formule (2). En effet, si, dans la relation 


© m—t __ 
[sion edg =n ee Zt - : sinned, 


m 


° ee te 
on prend les intégrales entre les limites zéro et 5? on aura 


m9 9 
2 


2 
ane _ ati Inm—2 d 
ff sin odo - f sin”? dq. 


On aura de méme 








= x 
2 e m— 3 2 
sin™—9 dg — f sin" ‘odo 
f $—~ m—2 - ? 
Md bad 
3 m—5 if . 
sin”! 9 dg = —— sin"-°9 da 
f Pee — 4 Je “9s 
vid 
3 
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Par suite, en multipliant toutes ces équations termes i 
termes, on aura comme plus haut (416) 


rr 


2 
J Sat peo 


et substituant dans Ja valeur de s, on retombera sur le 
résultat déja trouvé. 


418. Il est facile de trouver sur la figure l’angle 9 donné 


par ’équation 
x= asing. 


Or, si lon décrit sur le grand axe de |’ellipse comme dia- 
métre une circonférence (fig. 84, p. 396) et que l’on 
joigne ON, on aura | 


OP = xc = ONcosPON — asin CON; 


par conséquent l’angle CON cst l’angle 9. 
RECTIFICATION DE L’ HYPERBOLE. 
419. Dans lecas de hyperbole, représentée par l’équa- 


tion 
ay?— B2r= — ab, 


472 2 2 2 
ds = dx /1+ oa = dz roe + 4") 2 a 
a‘y 


a? (2? — a?) 


ona 


Posons, pour simplifier, 
Ya? + 6?—=ae,* 


e représentant le rapport de la distance focale 4 l’axe 
transverse. I] viendra 


ea? — a? 
ds —— dx \/=*. 
“7 —a 


Comme x varie entre a et l’infini, posons 
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. .7 
© variant de zéroa 3 On aura 


el, par suite, 


dq. ;——-——--—,- ___ aed. cos? 
ds = — Yate? — a’ COS’ 9 = + ——— 
cos’ cos’ 9 








COS’ 9 


? do / 
$s—arcAM = ae VY I— —>» 
0 e 


2 
COS? 9 





Pour obtenir cette intégrale, on développera le radical 


\/ I— oot par la formule du binéme, et il viendra 





[’ do | 1 cos?y 1 1 cos'9 





nF cos’ ¢ 2 @ 2he 
1.1.3...(22 — 3) cos» 
~-24.6...22 en —...f 
d’ou 
_ la 
S= ae lang9— 57? 


a [(?frt reos?g 1.1.3 costg 
—- sie tree te) ae 
eJ, \2 4 e 2.4.6 € 
Il reste 4 intégrer des expressions de la forme cos" 9 dQ, 
m étant pair. On y parviendra en faisant, dans la for- 


mule (F) du n° 375, x == —9. 


2 


RECTIFICATION DE LA CYCLOIDE. 


420. On a, en prenant les mémes coordonnées que 
dans la Legon précédente (408), 


2a—y 
de = dy \/ ; 
J 








74 
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par suite, 


ds = dy \/24= y Yam dy \/ 2m ayaa 


En intégrant cette formule entre les limites. zéro ety, il 
vient 





y 
sare AM = aya fl Fa aa yy. 
0 2Vy 


Menons, au point M, la tangente a la cycloide, et 
limitons-la au point T ou elle 
rencontre l’axe des x. Nous 


avons (249) 
MT = V2ay; 
par conséquent, 
arc MA = 2MT, 


Fig. go. 





propriété déja connue (254). 

Si Pon veut avoir la longueur de la demi-cycloide, il 
faudra faire y = 24a, ce qui donnera 4a pour la longueur 
cherchée. | 


EXERCICES. 
4. Rectifier la courbe 
y=n(e+e~), 
SoLurIoN : s=~(e—e*), 


arc étant compté a partir de l'axe des y. 


2. Soient OM’= s’, OM” = s” deux arcs ayant une tangente com- 
mune 4 l’origine et ayant leurs tangentes paralléles aux points cor-.- 
respondants M’(2’, y’), et M’(z", 7%). Soit OM = s une troisiéme 
courbe dont un point quelconque M est déterminé par les équations 


a=a's'+a"2", y=ay'+a'y’, 
on aura 


s=a's'a's'. 
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TRENTE-CINQUIEME LECON. 
CUBATURE DES SOLIDES. 


Solides de révolution. — Application a divers exemples. — Volumes 
engendrés par Je révolution d’une ellipse, d’une cyeloide. — Volumes 
qui s’obtiennent par une seule intégration. — Volumes terminés par 
des surfaces quelconques. 


CUBATURE DES SOLIDES DE REVOLUTION. 


421. Soit V le volume engendré par la révolution de 
Paire plane CAMP tournant autour de I’axe Ox. Si l’on 
donne a x un accroissement Ax = PP’, le volume V 
prendra un accroissement AV 
égal au volume engendré par 
MM’'PP’, 

Or, si Ax est supposé assez 
petit pour que y croisse ou dé- 
croisse constamment dans l’in- 
tervalle MM‘, AV sera compris 
entre les volumes des cylindres 
engendrés par Ja révolution des rectangles MIPP’, 
KM’PP’; nous aurons donc, si y croit, en désignant 


par Y l’ordonnée M’'P’, 
gyhe OAV rY'Az, 


Fig. gi. 





ou bien 
AV 
<2 —_—_ 2 
TY Az <ixY?. 


Ces inégalités changeraient de sens si y décroissait. 
AV ° 
Dans tous les cas, le rapport — est compris entre deux 
Ax 


quantités qui convergent l'une vers |’autre, 4 mesure 
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que Ax décroit; par conséquent, a la limite, 


dv, 
7 ry 


dx 


Veen | yds. 


UU faudra donc tirer de l’équation de la courbe la va- 
leur de y en fonction de x, et intégrer entre des limites 
qui correspondent aux extrémités de l’arc générateur. 


d’ou 


422. Le volume engendré par l’aire CMM’C’ est Ia 

Fig. 92. différencedes volumes engendrés 
par les aires CMPA et C’M'PA. 
Alors, en désignant MP par y 
et M’P par y’, ona 


Veen { ytde—e f yds, 


v= «f(r dx. 





CUBATURE DE L ELLIPSOIDE DE REVOLUTION. 


423, Soit V le volume engendré par la révolution d’une 
portion AMP d’ellipse tournant 





Fig. 93. 
y autour du grand axe. L’équation 
a de l’ellipse rapportée 4 son axe 
et a la tangente au sommet est 
be 
4 Pp y= = (2ax — 27): 
par suite, 
nb? (-* nb? x 
I v= — 2ax— x?) dr— —-|ax*— —). 
( ) a 0 ( ) Qa? (« 4 


Si lon fait x == 2a, on aura le volume de [ellipsoide 
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entier, savoir 


a b? 8a’ 4, 
(2) v= 55 (gar F) = bao a. 
Pour obtenir le volume engendré par la demi-ellipse 
tournant autour du petit axe, il faudra changer 5 en a 


4 


et a en 6, ce qui donnera 3 ma’b ; on voit que ce volume 


est plus grand que le premier. 


4 


En faisant 6 = a dans ces formules, on trouve 3 ma 


rz?(3a— x) 
3 
lume d’un segment sphérique a une base. 


pour le volume de la sphére, et pour le vo- 


VOLUME ENGENDRE PAR LA REVOLUTION D'UNE CYCLOIDE. 


424. Prenons pour axe la tangente au sommet et la 
Fig. 94. normale en ce point. Soit V Je 
volume du solide engendré par 
le segment AMP tournant au- 
tour de l’axe Ax. 
L’équation différentielle de la 


cycloide étant (408) 





re 


=> d 
dx = dy — 7 =~ Ynay — 9%, 





on aura 
yy —___ 
ven / ydy Yray — 7, 
Oo 


ce qu’on peut écrire 
y y _ 
Vara ayYaay—F— x [ (a—y)dyV2ay — y’. 
Oo Oo 


La premiére intégrale représente la surface du segment 
AQN (408). Pour obtenirla seconde, posons 2ay —y* =z, 
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d'ou 2(a —y) dy = dz: nous aurons 


Jle-nayaay— r= [esas fFa=zs 


2 


et, par suite, 


V = rasegmAQN — 5 (2ay —7*) ‘ 


we 


Le volume engendré par AQM tournant autour de Ax 
s obtiendra en calculant la différence des volumes engen- 
drés par le rectangle APMQ et par la portion de sur- 
face AMP. 


VOLUMES QUI PEUVENT S OBTENIR PAR UNE SEULE 
INTEGRATION. 


425. On peut encore, par une seule intégration, obte- 
nir le volume d'un corps lorsque l’aire de la section faite 
dans ce corps par un plan paralléle au plan yO z est fone. 
tion de la distance de ces deux plans. 

Supposons d’abord les axes rectangulaires : soient u et 
u-t+ Au les sections faites dans le corps par deux plans P 

Fig. 95. et P’, paralléles au plan 
P yOz, et dont les distances 
a ce dernier sont respecti- 
vement x et x-+ Ax. L’ac- 
croissement AV du volume 
correspondant 4 l’accroisse- 
ment Azx de l’abscisse sera 
compris entre les cylindres 
droits qui auraient pour bases respectives u et u-+ Ax 
et Ax pour hauteur; c’est-a-dire que l’on a, en suppo- 
sant Au positif, 


ube CAV (ut+Aujaz, 





dou 
° AV 
— A e 
Usa et u 
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Or, 4 la limite, Au est nul; on a donc 


ayV 


i =u, ou dV=udz. 


Cette démonstration suppose que les deux cylindres ne 
se coupent pas. Sices deux cylindres se coupent, ils ont 
une partie Commune qui a pour base u—a, @ étant une 
quantité trés-petite, et qui s’évanouit en méme temps 
que Ax. De méme, cette partie commune, augmentée des 
parties excédantes de part et d’autre, forme un cylindre 
qui a pour base u+-6, 6 s’évanouissant avec Ax. Or AV 
est évidemment compris entre ces deux quantités : par suite 


AV 
w— ace <u+té6, 


et en passant a la limite, 


dV =u, ou dV=udz. 
dz 
Le volume compris entre deux plans paralléles a yOz 


menés a des distances a et & s’obtiendra donc par la for- 


mule 
b 
v= udz. 
a 


Pour obtenir le volume du corps entier, il faudra mener 
des plans tangents paralléles a yOz, et prendre pour li- 
mites de l’intégration les distances de ces plans au plan 


yvOz. 


426. Supposons maintenant que l’axe Ox ne soit plus 
perpendiculaire au plan des sections. En comparant le 
volume compris entre deux plans paralléles 4 yOz et la 
surface, avec un cylindre oblique qui a pour base wet pour 
hauteur la distance des deux plans représentée par dxsini. 
A étant langle que fait le plan xy avec l'axe Ox, ona 


dV=udzsin), dot V=sina f ude, 
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On démontrerait facilement cette formule avec la méme 
rigueur que Ja précédente, mais nous croyons inutile de 
nous y arréter. 


427. Soit, par exemple, un céne 4 base quelconque: 

Fig. 96. prenons pour axe des x la per- 
pendiculaire OC, abaissée du 
sommet sur la base, et pour 
plan des yz un plan mené par 
le sommet parallélement au plan 
de la base; appelons fA la hauteur 
du cone et b sa base. En menant 4 une distance OP = x 
un plan parallele 4 yO z, l’aire de la section sera, d’aprés 





bx? 


un théoréme connu, u= 7" Donc 


v= Tbxtdx bx 
Jo AY 


. bh 
et en faisant c=h, ona, pour le volume du céne, =" 


U 


] 
428. Soit encore un ellipsoide rapporté & ses axes 
principaux, 


— z;. ——=—}i. 


ze yt? 3 

a’ b: c? 

La section GPH faite dans l’ellipsoide par un plan paral- 
Fig. 97- léle au plan yOz, menéa la dis- 

tance OP = x, a pour équation 


Broa a 


On aura, pour ses demi-axes, 
en faisant successivement 2 = 0, 


= 9, 








TRENTE-CINQUIEME LEGON. A417 
De sorte que l’aire de la section est 


2 
nbe (: — =) = noe (a?— x), 


d’ou |’on déduit pour le volume V du segment compris 
entre les plans yOz et GPH, 


& 
v= n be dz (a? — zx?) = ne (#=— 3): 


@ 0 


Pour obtenir le volume de la moitié de l’el:ipsoide, on 
fait, dans la formule précédente, x = a, et il vient 





Le volume entier de lellipsoide sera donc exprimé par 


4 


3 ntabe. 


429, Considérons maintenant un ellipsotde rapporté 
@ trois diamétres conjugués obliques. Son équation est 
de la forme 


La section faite par un plan paralléle a yOz, a une 
distance égale a x, est une ellipse ayant pour équation 


” Zz? a” — 7? 


Bat i aa? 


et les demi-diamétres conjugnés auxquels elle est rapportée 


ont pour longueurs 2 are — x’, fa" — x*; donc, en 


désignant par 6 |’angle que font entre eux ces diamétres, 
on aura pour la surface de la section considérée 
a b'c! 


aia (a? — x?) sind. 


“i= 





Par suite, on aura pour le volume du segment d’ellip- 
Sturm. —4n., I. 2) 
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v— ee fae 2) dz 
° 


a’? 
a b’c'sin6 sind ( , 3) 
= ——_ | 2”? q 


a’? 


et pour Vellipsoide entier 


4 


3 ra’ b'c'sin@sin). 
430. En comparant cette expression du volume de lel - 
lipsoide a celle qu’on a obtenue précédemment, on trouve 


a’ b'c'sin @ sin). = abe, 


équation qui démontre que tous les parallélipipédes con- 
struits sur les diamétres conjugués d’un ellipsoide sont 
équivalents au parallélipipéde rectangle construit sur les 
axes. On en déduit aussi . 


nabe— ra’ b'c'sin6sin), 


c’est-a-dire que tous les cylindres circonscrits a ]’ellip- 
soide et dont les bases sont paralléles aux plans des courbes 
de contact sont équivalents entre eux. 


VOLUMES TERMINES PAR DIVERSES SURFACES. 


431. Imaginons maintenant une surface quelconque 
Fig. 98. CDEF dont l’équation soit 


F(a, y, 2) = 0. 


Supposons que deux plans 
paralléles 4 yOz, menés 
aux distances OA =a, 
OB = 8, coupent la sur- 
face suivant les courbes CD 
et EF’. Imaginons encore deux cylindres droits 





y¥=9(z), m=z), 
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ayant pour bases, sur le plan yOx, les courbes RV et ST 
et coupant la surface suivant Jes courbes CF et DE. On 
pourrait se proposer de trouver le volume DCFERVTS, 
mais il yaut mieux rendre la question plus générale en 
considérant une seconde surface C’D'E’ F’, dont 1’équa- 


tion est 
F, (2,7; Z) —= 0, 


et chercher le volume CDEF C’D’E’F’. 

Pour cela, menons 4 une distance arbitraire x = OQ, 
comprise entre a et 6, un plan paralléle 4 yOz, et déter- 
minons I’aire de la section GHH’G’. Or cette aire plane 
est comprise entre deux courbes dont les équations 


(1) == f(x, XY), Mah(2,y);, 


s obtiennent en faisant, dans celles des deux surfaces, la 
variable x égale 4 la constante OQ. Elle aura pour 
différentielle (z — z,) dy, z et z, étant, d’aprés les 
équations (1), des fonctions de y correspondantes a une 
méme valeur de cette variable. On aura donc, en intégrant 
entre les limites y et y1, 


Js 
sireGuo’n’ = | (3 — 2) dy. 
'y 


Ainsi z— 2, étant une fonction de y dans laquelle x entre 
comme constante, on trouvera pour l’intégrale indéfinie 


[(e—a)ay=a (a, 7) +6. 


On fera, dans cette fonction, y = 9 (x) et y = (x) suc- 
cessivement, x étant regardée comme constante, d’out |’on 
déduira 


p(x) 
f{ (2 — z,) dy = aire GHA’ G’ = x[x, } (x)] — x (2, 9(z)}, 
(2) 


résultat qui ne dépend que de z. 
27. 
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En regardant de nouveau x comme variable, on aura 
pour le volume demandé 


v= f | [x (x)|—a[z,9 (x Jara f de fala 


432. Lorsque les deux surfaces cylindriques se rédui- 
sent a des plans paralléles a zOy, 9 (x) et p(x) ne sont 
plus que des constantes c et e, indépendantes de la valeur 
OQ de x, et Ja formule se réduita 


b e 
v= [ dz f (z— 2,) dy 
a “oC 


433. Si la surface inférieure se confond avec le plan xy, 
on aura Z, = 0, et 


b #(*) 
v= f dz zdy, 
a 


pour le volume compris entre une surface quelconque, 
le plan xy, deux cylindres paralléles a l’axe des z et deux 
plans paralléles au plan zOy. 


434. Ce qui précéde peut servir a déterminer le volume 
d’un corps quelconque terminé de tous cétés par une sur- 
face dont l’équation F (x, y, 2) ==0 est connue. 

Imaginons un cylindre circonscrit a la surface, paralleé- 
lement a l’axe des z; comme en chaque point (x, y, 2) 
de la courbe de contact le plan tangent 


dF dF ,. aF 


>. —_— _—— — (ZZ — = 
7 \% t) +7 (¥ J) + => ( z)=0 
est vertical, on a 
dF (x 
dF (25 Ys 2) _ 
dz 


L’élimination de z, entre cette équation et celle de la 
surface, donne une équation 


p(2, 7) =0, 
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qui représente la trace du cylindre sur le plan xy. Cette 
Fig. 99. courbe est, par hypothése, une 
wt courbe fermée, et, en la coupant 
par un plan paralléle 4 yOz, on 
aura deux ordonnées y = 9 (x) 
et y:== (x) représentées sur 
la figure par QI, QK, et ana- 
logues aux lignes de mame nom 
dans la question précédente. 

De méme, ce plan sécant déter- 
minera dans la surface une courbe fermée, et si z= MP, 
2, =M’P sont les deux valeurs de z correspondant a la 
valeur y= PQ, laire de cette section sera exprimée par 


[ern 


Si maintenant on désigne par a et & les distances du 
plan yOz aux plans tangents a la surface, qui lui sont 
paralléles, on aura pour le volume du corps 


b Ys 
v= ae (2—2,)dy. 
ay 


EXERCICES. 


4. La sphére 2?+ y?+ 2?= r? est percée a jour par les deux 
eylindres 





Y+e2-re=o0, 
++ rr=o0. 


Le volume du solide sphérique non enlevé est égal a Be, 


2. Calculer le volume compris entre le plan xy et les surfaces 
représentées par les équations 
(z=), (y— 6 
a aie 


®, 
€ 


Sotution. v= rabeb | 
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TRENTE-SIXIEME LECON. 
INTEGRALES MULTIPLES. — AIRE DES SURFACES COURBES. 


Intégrales doubles. — Intégrales triples. — Théoréme sur l’ordre des 
intégrations. — Quadrature des surfaces courbes. — Aire des surfaces 
de révolution. — Application a la sphére, a l’ellipsofde. 





DES INTEGRALES DOUBLES. 


435. Toute expression ow il entre deux intégrales re- 
latives 4 des variables différentes, comme celles que nous 
avons obtenues a la fin de la derniére Legon, est ce que 
lon appelle une intégrale double. 

Une intégrale double est définie lorsqu’on assigne les 
" limites des deux intégrations. Elle est indéfinie dans le 
cas contraire, et on la représente alors simplement par 


[ [ azay. 


b b (x) . 
436. Une intégrale double f dx { zdy est la li- 
@ p (x) 
mite de la somme de tous les produits de la forme zA x Ay 
entre les limites des deux intégrations. 


¢ (2) 
En effet, { zdy est lVintégrale définie de zdy 
? (2) 


prise entre les limites @ (x) et } (x) de y, x étant re- 
gardée comme constante : on a donc (375) 


# (2) 
f{ zdy = lim > (zy). 
(x) 


Par conséquent, en multipliant par Ax et faisant varier 
depuis x = a jusqu’a x = 5, il vient 


> (s2f"sa)=> | stim 3 (27) |- 


(z) 





TRENTE-SIXIEME LECON. 423 


Or, si les valeurs de x se rapprochent de plus en plus, 
ona 


p(z) b (=) 
lim > Az zdy) = dz zdy; 
9(2) / a p(2) 


d’un autre cété, x étant regardée comme constante, dans 


d(z Ay), ona 
lim> E im (24y) | =zlimS [tim > (eayas'|, 


ou bien 


im | a2 lim > (247) = lim >> (sAyAc). 


Donec enfin 


b r) 
{ a= [~ zdy == =lim SS (24737), 
a 7(*) 


ce qu'il fallait démontrer. 


437. On peut d’ailleurs démontrer ce théoréme par 
des considérations géométriques. Soit 


. z=F(a, x) 
l’équation d’une surface : lintégrale double 
fw ef 
(=) 

représente, comme on |’a vu au n° 433, le volume V 
compris entre cette surface, le plan xy, deux cylindres 
paralléles a axe des z et deux plans paralléles au plan 
zOy. ; 

Soient M et M’ deux points voisins quelconques sur la 
surface. Construisons le rectangle Pp’ dont les cétés 


paralléles aux axes Ox et Oy soient conduits par les 
points P et P’, pieds des paralléles 4 axe des z menées 
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par. les points M et M’. Les plans MPp, mpP’, M’P’p’ et 
Fig. 100. m!p'P coupent la surface suivant 
un quadrilatére courbe MM’ : le 
volume Vest la somme dessolides 
analogues 4 MP’, terminés aux 
limitesconvenables.Soit MP=z, 
et soient z — « la plus petite, et 
2z+6 la plus grande distance 
des points de la surface au plan 
ay dans toute I’étendue du quadrilatére courbe MM’. 
Le volume MP’, que nous désignerons par AV, est 
compris entre deux parallélipipédes rectangles ayant pour 
base commune Pp’ etrespectivement pour hauteurs z—a 
et z+ 6; comme d’ailleurs le rectangle Pp! = Ax Ay, 
on aura 
(s—a) de dy <AV< (246) Avy, 
ou 


av 
Ba ay SET 


Mais a et 6 s’annulant avec Ax et Ay, ona 


Av 


lim Beay =s 





Par conséquent, 
AV=zAdrdy(1+7), 


n devenant nul en méme temps que Ax et Ay. 

Pour chaque valeur de Ax, on a une infinité de va- 
leurs de Ay qui produisent dans le solide une tranche, 
dont le volume sera représenté par 


Dleszoy(r+n)} 


Puis en faisant varier x, c’est-4-dire en prenant les autres 
valeurs de Ax, on a une suite de tranches dont la somme 
donne, quand on passe 4 la limite, le volume V, et par 
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' conséquent, . 
V=lim } [zsray(1 + 2)]. 

Mais 


D> (z4zar(t + n)| =>> (zArdy) + >> (nzdrdy). 
. Or . 
>> (nzAxdy) = 


In effet, en supposant tous les points M, M’, etc., assez 
rapprochés les uns des autres, on pourra toujours faire 
en sorte que pour chacun d’eux on ait n<¢, ¢ étant une 
constante arbitraire que l’on peut supposer aussi petite 
que l’on veut. Par conséquent, 


>> (n zazdy< yy (ezArdy), ou < ‘y> (zAxdy). 


Or cette derniére quantité est nulle a la limite, puisque ¢ 
peut étre pris aussi petit que ]’on veut, ct que d'ailleurs 


>> (zAxAy) a une valeur finie. Done enfin 


V ou. f af ade <lim SY (24.28). 
p (2) 


INTEGRALES TRIPLES. 


438. Soit U= f(x, 7, 2) une fonction de trois va- 
riables indépendantes x, y, z. 

Si l'on intégre la différentielle Udz par rapport 4 z, 
c’est-a-dire en regardant x et y comme des constantes, 
et si l’on fait varier z entre deux limites représentées par 
deux fonctions de x et de y, savoir May) et F (x, y), 


on aura l’intégrale 
F (2, 7) 
f Udz, 
F(z, 7) 


qui sera une fonction de x et dey. 
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Considérons maintenant x comme constante dans la 


fonction 
EF (x, r) 
dy f Udz. 
f(x, 7) 


Intégrons cette fonction par rapport a y en faisant varier 
y entre deux limites représentées par 9(x) etb(x) : on 
aura l’intégrale 


in ] © | vf 7) 
) (x) f(x, 7) 
qui sera une fonction de x. 
Enfin, si l’on intégre la différentielle 


He) F(z, 7) 
dx f x Udz, 
p (2) (x,y) 
par rapport a x, en faisant varier x entre deux limites 
quelconques a et b, on aura pour résultat 


b y - F (x,y - 
fol oh 
a 9 (x) f (x, 7) 


Cette expression se nomme intégrale triple ; on la repré- 


sente aussi par 
{ { { Udxdy dz. 


On concevra de méme une intégrale d’un ordre quel- 
conque. 
On démontrera encore, dans le cas de l’in tégrale triple, 


que 
b P (2) F(z, 7) 
| ax f dy Udz = lim (WAxAy Az), 
I 9 (=) f(x, 7) 222 

La démonstration étant tout a fait semblable a celle que 
nous avons donnée pour une intégrale double, nous nous: 
dispenserons de la répéter ici. 
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THEOREME SUR L’ORDRE DES INTEGRATIONS. 


439. Nous avons obtenu précédemment (431), pour 
Pexpression du volume compris entre deux surfaces, 
deux cylindres paralléles 4 l’axe Oz, et deux plans paral- 
léles au plan yz, l’intégrale double 


a 
f arf (2 — 2, )ay. 
9 (2) 


Ici Vordre des intégrations n’est pas indifftrent. Ainsi 
l’on n’obtiendrait pas, en général, le résultat cherché par 
la formule 


Toutefois, si 9 (x) et b (x) sont des constantes a’ et b’, 
c’est-a-dire si les deux cylindres paralleles a l’axe des z 
se réduisent 4 deux plans, il sera indifférent de com- 
mencer par l’une quelconque des deux intégrations; car, 
en répétant les raisonnements du n° 431, on voit que le 
volume en question a tout 4 la fois pour mesure l'une 
quelconque des expressions 


b bf b! b 
f dx (2—2,)dy ou f a f (2 — 2,) dx. 
a , , a 


a e@ 


DE L AIRE DES SURFACES COURBES. 


440. On appelle aire d’une surface courbe , terminée 
a un contour quelconque, la limite vers laquelle tend 
Paire d’une surface polyédrique composée de faces planes, 
qui, en diminuant toutes indéfiniment, tendent a devenir 
tangentes 4 la surface considérée. On suppose d’ailleurs 
que le contour qui termine la surface polyédrique se rap- 
proche indéfiniment de celui qui termine Ia surface 
courbe. 

Nous allons d’abord démontrer |’existence de cette 
limite. 
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Prenons sur la surface deux points M (x, y, 2), et 
M! (x+ Ax, y+ Ay, z+ Az). Soient Pet P’ leurs pro- 
Vig. 101. jections sur le plan xOy. For- 
mons le rectangle PP’= Ax Ay 
dont les cétés soient paralléles a 
Ox et 4 Oy, et concevons un 
prisme indéfini ayant pour base 
ce rectangle, et dont les arétes 
soient perpendiculaires au plan 
xy. Ce prisme intercepte sur la 
surface donnée un quadrilatére curviligne MM’, et sur 
la surface polyédrique une aire » qui, si elle n’est pas 
plane, sera composée de parties planes a, a’, a", etc. 
Or, puisque les plans de toutes ces surfaces tendent 
indéfiniment a se confondre avec Je plan tangent 4 la 
surface au point M, si 6, 6’, 6”, etc., sont les angles 
formés par les plans des éléments a, a’, a”, etc., avec le 
plan xy, et si A est l’angle que forme ce dernier plan 
avec le plan tangent en M, on aura 





cos0 =cosh(t-+ a), cos6’=vosi(1+2@’),..., 


a, a’, etc., désignant des quantités qui sannulent en 
méme temps que Ax, Ay. Mais le rectangle PP’ est la 
somme des projections de tous les triangles dont nous par- 
lons. Donc 


AxrAy=acos)(t +a) -+-a@’cosh (1 +2’) +2” cosh(1 + a”)+-..., 
ou 


Ardy 
cosiA 





=a-+a’+a’4+...+(acet+a’a’+a’a" +...), 


“ou, comme @a-+ a'-+a’+...=, 


ArAy 
cosh 





=o -+(aa+a’a’+ a%a” +...) 


En opérant de la méme maniére dans toute I’étendue 
de Ja surface, on aura un certain nombre d’équations ana- 
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logues 4 celle-ci, et qui, ajoutées membre a membre, don- 
neront légalité 


Axvay . toe “oy 
> cosh =o +S (ax +a'a + aa” +...) 





. Ardy _,. . . not wn 
lim } — > =lim So + lim} (aa + a’ al + a"a"+...). 


lim > ( a@a+a'e’+a"a"” +...)=0, 
d’aprés le théoréme démontré au n° 16 : donc 

. . > “= dx dy 

J = . 

im ¥, ohm cos) =f f{ cosh 


On voit par la que Yo, ou la surface polyédriquc, a 








une limite. 
441. Ainsi, en appelant A !’aire de la surface, ona 
A= iE dy ; 
cosh 


. pe, . dz dz ., ; 
Si p et g sont les dérivées partielles da &t gy trees de l’é- 





quation de la surface, on a 


etil vient 


a= [virre qrdz dy. 


Si la surface est limitée aux plans x = a, y = 6 et aux 
cylindres y =9 (x), y= (x), on aura 
b p (2) 
s=[ ae [ dyyit pP+ 9°} 
9 (2) 


la marche par laquelle on parvient a cés limites est la 
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méme que celle que nous avons déja suivie dans une autre 


question (431). 


AIRE DES SURFACES DE REVOLUTION. 


442, L’aire d’une surface de révolution s’obtient par 
une seule intégration. | 

Soit CMD une courbe plane qui, par sa révolution au- 

Fig. 102. tour de l’axe Ox, situé dans son 

plan, engendre la'surface dont on 
veut avoir l’aire. Soit CMM’D 
un contour polygonal inscrit 
dans cette courbe. On peut 
considérer l’aire de la surface 
comme la limite vers laquelle 
tend la somme des surfaces des troncs de cones engendrés 
par le contour polygonal, lorsque ses cétés décroissent 
indéfiniment, en méme temps que leur nombre augmente 
jusqu’a l’infini. | 

Soient 





M(z,y7) et M’(x#+ Aa, y + Ay) 


deux sommets consécutifs du contour polygonal. La sur- 
face décrite par la révolution de MM’ a pour mesure 


~ MM’ (cire MP + circ M’P’) 


ou 
(ay + ay) ax 4/14 (22)' 
r(2y+ Ay o\/+ (2) 


Mais comme 


| Tar. (fae 
lim (2y + 47) \/ 1+ (52) —= 2y y/+ (2) ’ 


il s’ensuit que l’expression de la surface du tronc de céne 


sera _ 
2 dy \* +- Agr 
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a désignant une quantité qui s’annule avec Ax, et, par 
suite, la surface décrite par le contour polygonal aura 
pour mesure 


> 2nry I+ dy +-aiAzxr 
ar 
En désignant par A la surface cherchée, on aura donc 
- | 
astm 3 (ony y/ 1+ + 73 a2) +anzlim SI 2Az). 


Mais lim } (aAx) =0 (16), et 


. a re ’ TV ay\? 
tim S (any 4/ 1+ Law) aan f ydey/ 1+ (2) 3 


donc 
b re a 
/ dy\? 
aaa [ yee +(Z) 
a Y ax 


a et db étant les abscisses des extrémités de l’arc CD. 
‘En désignant par s un arc compté a partir d'un point 
fixe, ona 


if 
ds — dx \/ I-+ (z) 


x 
A= anf yds. 
a 


SURFACE DE LA ZONE. 


Donc 


443, Comme application cherchons la mesure de la 
Fig. 103. zone engendrée par la révolution 

de l’arc de cercle CD tournant 

autour du diamétre OL. Soit 


Péquation du cercle. A étant la 
surface de la zone, si OA=a, 





@ 
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et OB = 8, on aura 


b Tae ; 
Azar [ yaey/ 1+ (=) 
b = .b 
sar | ydey/1+ 5a f Raz, 
a J a ; 


A=2neR(b— a) = 20R X AB, 





donc enfin 


¢ 


résultat connu. 

Si lon veut avoir la surface de la sphere entiére, il 
faudra intégrer depuis x —=— R jusqu’a x=R, ce qui 
donnera |’expression connue 47R*. 


SURFACE DE L’ ELLIPSOIDE DE REVOLUTION. 


444, Supposons que l’ellipse OAB tourne autour d’un 
Fig. 104. de ses axes OA, et cherchons a 





. évaluer la surface engendrée par 
N la révolution de l’arc BM, qui 
\_ commence 4 l’extrémité B de 

0 P ' Pautre axe. On aura (442) 


d 
exe" yiey/1+ (2) 


Or l’équation de l’ellipse, a*y? + b* x? = a*b*, donne 


d’ou 


” dy 7 Vaty + bat 
da ay 


Remplacant dans cette expression a*y* par a*b* — 5% z%, 
il vient 


— fdy\? bat — (a?— 6) x? 
fi (2) 


dx ay 
Supposons d’abord que a soit plus grand que d, c’est-a- 
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dire que l’ellipse tourne autour de son grand axe. Posons 


a’ — b*—ae. Il vient alors 


to ly 2b at— aera bYa— etx? 
dx a’y ay ? 


_ par conséquent, 


b —____ x / 
Asanl [ de Vas AR dx a gt. 
Zo a ° ¢ 


Or (404) 


PY oJ —— ee ——— 
a Q? a? . Cx 
2 dx\ /—— x= x \ /—— x? + — arcsin —; 
° e e? e? a 


donc 
nr be a? a . Cx 
A= —i{ 2 — — z?-+- —arcsin— ]- 
a e? e? a 


445. Si l’on fait-dans cetie expression x = a, et si ]’on 
prend le double du résultat, il vient 





2nba 


2b? +- arcsine 





pour la surface totale de ]’ellipsoide. | 
Si e = 0, l’ellipsoide devient une sphére, et en obser- 


arcsine : 
——— =I pour e=0, on retrouve 4fma 


vant que lim 
pour la surface de la sphere. 
446. Soient maintenant 


a<ib et ¥R—av=be: 





on aura 
xz EEE tennant 
- bat + (b?— a’) 2? 
Axon f ye NG (FA a?) a? 
° ay 
axb (7, ——___._ arbre [{* oO 
aeenin dxVai + bez: = me dx xt, 
a? 0 Q? 0 b6'¢ . 
Or 


fde\erem EF 4 (en Ye) +6; 


Sturm. —- dz., I. 28 
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donc 


1 Boobie) +0 


Comme cette intégrale doit étre nulle pour x=0, on 
7 Ore as e 


a? * hte? 2 





aura C= — Fe? ety par suite, 





a 
—_ aon 2 
x be a’ a’ a+ peat 7 
A= = x Be + 2+ bet ji . 
be 


Si l'on fait x= a, on aura en doublant 


a i( e+ Va?+ vey 
a 


2b Vva?+ b? e? + on 


pour Ja surface totale de l’ellipsoide. | 


447, Si l'on suppose ¢ = 0, on voit, en développant 


(@pba=a (: + me) 
par la formule du binéme, que 


(be + Va? + be?) 
a 


lim ————__—__—_—_- = I. 
e 


On retrouve ainsi 47 a* pour la surface de la sphere. 


—— 





(* ) Cette formule se réduit a une forme plus simple en remplacant b*e* 


par sa valeur b*— a*, Elle devient alors 
i 


= 27b*+ 27a") [: (e +n|*- 








ara’. be +5 
bt 1 
27 0° + e 


b e 
Quand 6 =a, on a==1, €=0, l(1-++e) =1, et par conséquent 


27 b°+- 274'= 47° pour la surface de Ja sphére. 


————— -__ 
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DANS LE PREMIER VOLUME DU COURS D’ANALYSE. 


PREMIERE LECON. 


NOTIONS FRELIMINAIRES. 


4. NoTIONS SUR LES FoNcTIONS. — On appelle variable une quan- 
tité qui prend successivement différentes valeurs, et constante celle 
qui conserve une valeur fixe dans le cours d’un méme calcul. 


2. Quand les valeurs d’une variable dépendent de celles que prend 
une autre variable, la premiére est dite une fonction de la seconde. 


3. On nomme variable indépendante celle 4 laquelle on donne 
des valeurs arbitraires, et fonction la variable qui prend des valeurs 
correspondantes. 

On indique différentes fonctions d’une variable x par f(x), 9 (2), 
F (x). Le résultat dela substitution de @ a la place de x dans f(x) 
est indiqué par f(a). 

On représente les fonctions de plusieurs variables par f(z, 7, 2), 
o(2, 7,2), F(2, 7, 2)... On indique par f(a, b,c), ¢(a, 6, c), 
F(a, b, c),..., les résultats que l’on obtient lorsqu’on met a, 5, c 
a la place de x, y, 2 dans ces fonctions. 


4. On représente une fonction d’une seule variable par l’ordonnée 
d’une courbe plane, et par une surface, une fonction de deux va- 
riables indépendantes. e 


8. On nomme fonction explicite celle qui est exprimée immé- 
diatement au moyen de Ja variable ou des variables dont elle dé- 
pend, et fonction implicite celle qui est liée aux variables dont elle 
dépend par des équations non résolues, ou par des conditions quel- 
conques non exprimées analytiquement. 

6 & 9. Mé&THODE DES LIMITES. — Quand les valeurs successives ' 
d’une quantité variable approchent indéfiniment d’une quantité fixe 


28. 
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et déterminée, de maniére a n’en différer qwaussi peu qu'on vou- 
dra, cette quantité fixe est appelée la limite des valeurs de la va- 
riable. | 

Si deux quantités qui varient simultanément restent constamment 
égales entre elles, dans tous les états de grandeur par lesquels elles 
passent, et si l’une d’elles tend vers une limite, ]’autre tend aussi 
vers la méme limite : principe de la méthode des limites. 


10 4 12. MérHopE INFINITESIMALE. — Un infiniment petit est une 
quantité essentiellement variable qui a pour limite zéro. 

Les infiniment petits sont des auxiliaires qui servent 4 rendre plus 
aisé le calcul des quantités finies. 


43. Tatonzue I. — La limite du rapport de deux quantités infi- 
niment petites n’est pas changée quand on remplace ces quantités 
par d’autres qui ne leur sont pas égales, mais qui ont avec elles des 
rapports tendant vers l’unité. 


44, Autre énoncé : La limite du rapport de deux infiniment petits 
- ne change pas quand on les remplace par d’autres qui en différent 
d’une quantité infiniment petite par rapport a eux. 


45. TatornEme II. — La limite d’une somme d’infiniment petits 
ne change pas quand on les remplace par d’autres dont les rapports 
aux premiers ont respectivement pour limite l’unité. 


16. Tatorikme. — Si une somme d'infiniment petits, dont le nom- 
bre augmente indéfiniment, a une Jimite finie, la somme des pro- 
duits obtenus en les multipliant respectivement par d’autres infini- 
ment petits aura pour limite zéro. 


47. DIFFERENTS ORDRES D’INFINIMENT PETITS. — Quand des infi- 
niment petits dépendent les uns des autres, on en prend un pour 
infiniment petit principal. On appelle infiniment petits du premier 
ordre tous ceux dont les rapports a |’infiniment petit principal ont 
des limites finies; infiniment petits du second ordre ceux dont les 
rapports aux infiniment petits du premier ordre sont des infiniment 
petits du premier ordre, et ainsi de suite. 

Si « estgun infiniment petit du premier ordre, p étant fini et 6 
infiniment petit, «"(p-—+-6) représentera un infiniment petit de 
ordre de z. 

Autre énoncé des théorémes I et II (43, 15) : 

Quand en cherche la limite du rapport de deux quantités com- 
posées d’infiniment petits de divers ordres, on peut ne conserver, 
dans chacune de ces quantités, que les infiniment petits de l’ordre 
le moins élevé. 

Quand on cherche la limite de Ja somme de plusieurs quantités 
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infiniment petites, on peut ne conserver que les infiniment petits 
de l’ordre le moins élevé. 


DEUXIEME LECON. 
THEOREMES SUR LES DERIVEES ET LES DIFFERENTIELLES. 


48. ORIGINE DU CALCUL DIFFERENTIEL. — Ona été conduit a la 

découverte du calcul différentiel en cherchant une méthode générale 

Vig. 2. pour mener des tangentes aux 

courbes planes représentées par 
des équations. — 

Soit lacourbe AMB, les points 
M(z,y), M'(a7+h, +4), 
la sécante M’MS, et la tan- 
gente MT, 


tang IMR = lim ‘, 





guand / diminue indéfiniment jusqu’a zéro. 


19. Bur DU CALCUL DIFFERENTIEL. — FONCTION DERIVEE. — Le 
calcul différentiel a pour but de déterminer, pour chaque fonction, 
la limite du rapport de l’accroissement de la fonction a celui de la 
variable, quand celui-ci diminue jusqu’a zéro. Cette limite est appe- 
lée la fonction dérivée de la fonction proposée. On la représente 
par y’ ou par f'(2x). 

20. DIFFERENTIELLE. — Le produit de l’accroissement de la va- 
riable indépendante x par la dérivée de la fonction s’appelle la dif- 
férentielle do la variable y, et on la désigne par dy: 


dy=yh=f'(ayh. 
La différentielle de la variable indépendante n’est autre chose que 
l’accroissement h. 


La dérivée d’une fonction d’une variable est le quotient de la dif- 
férentielle de la fonction par la différentielle de la variable. 


21. dx et dy sont les accroissements correspondants de x et de 7, 
quand on passe du point de contact M situé sur la courbe a un point 
quelconque I de la tangente, tandis que 4 ou M’N est l’accroisse- 
ment de l’ordonnée de la courbe correspondant au méme accro:sse- 
ment 4 = dx de |’abscisse. 


22. Le rapport de l’accroissement de Ja fonction a la différentieile 
de cette fonction tend vers l’unilé. 
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23. PROPRIETES GENERALES DES FONCTIONS DERIVEES. — Une fonc- 
tion croft ou décroit 4 partir d’une valeur déterminée de x, suivant 
que sa dérivée est, pour cette valeur, positive ou négative. 


24. Si la dérivée d’une fonction est nulle pour toutes les valeurs 
de x comprises entre a et &, cette fonction a une valeur constante 
dans cet intervalle. 


98. Si une fonction est croissante dans un certain intervalle, sa 
dérivée ne peut devenir négative dans cet intervalle; si une fonc- 
tion est décroissante, sa dérivée sera négative. 


26. Sila dérivée d’une fonction était constamment infinie, x serait 
une constante. 


27. Quand on considére plusieurs variables x, y, z, u, on repré- 
sente les accroissements simultanés de ces variables par Az, Ay, 
Az, Au, . 


28. Lorsque deux fonctions sont égales pour toutes les valeurs de 
la variable indépendante, leurs différentielles ou leurs dérivées sont 
égales. 

Deux fonctions qui ne différent que par une constante ont la méme 
différentielle. 


29. Réciproquement, si les différentielles de deux fonctions sont 
égales entre elles, dans un certain intervalle, ces fonctions auront, 
dans cet intervalle, une différence constante. 

30. DES FONCTIONS DE FONCTIONS. — Quand on a 


u=9(y), 
y étant elle-méme une fonction de z, f (2), on dit que w est une 
fonction de fonction de x. 
du ' 
a= P(N (2). 


La dérivée d’une fonction de fonction est égale au produit des 
dérivées de ces fonctions. . 


31. On peut écrire 
du = 9'(y) dy. 


32. 
du du dy. 
da = dy da 
33. Silona 
e=(u), w=o(y), r=f(2), 
on aura 


P= Yul o'(n) F(@) 
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la dérivée de la fonction » est égale au produit des dérivées des 
trois fonctions dont elle est formée. Cette rdgle s’applique a un 
nombre quelconque de fonctions. 


TROISIEME LECON. 


REGLES DE DIFFERENTIATION. 
34. SOMME. 
d(u-+-v— 2) = du-+- do — dz, 
33 a 37. Propvuit. 
dy = d(au) = adu., 
d( ue) = edu+ udp. 


d(uez) = vzdu + uzdv + uvdz. 


d(uvz...t) du do, dz dt 
“wet a ee 
38. QUOTIENT. 


qt _ ¢du— ude 
v v 


39 4 42. PUISSANCE 72 QUELCONQUE. 
du™ = mu™' du. 


43. EXPRESSION IMAGINAIRE. 
d(u-+-o Y/—1) = du+do/—1. | 
44 et 45. APPLicaTIONS. | 
1° Courbe telle, que la sous-normale ait une longueur constante a. 
y* = 2axr-+e. 
2° Courbe dont la sous-normale est une puissance donnée de |’ab- 
scisse. 


yaa be, 





3° Courbe dont la sous-tangente est en raison inverse de l’or- — 


donnée. 
rY — cy = — a’, 


4° Courbe dont la normale est constante. 


(y—eP+y? =a’. 
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46. DIFFERENTIATION DES FONCTIONS COMPOSEES. 


y=f(4,°), dy = LdurS ~ de. 


47. 
° x = fu, e, 2), dy= 24 FZ D cto + Zee, 


QUATRIEME LECON. 
NOTIONS SUR LES SERIES. 


48. DEFINITIONS. — Série, suite composée d’un nombre infini de 
termes formés d’aprés une loi déterminée. 

Si, 4 partir d’une valeur de 7 suffisamment grande, la somme des 
n premiers termes S, approche indéfiniment d’une limite finie et 
déterminée, quand 7 augmente de plus en plus, la série est conver- 
vente, et la limite S vers laquelle elle tend est la somme de la série. 
La différence S — S, = R, se nomme le reste de la série. 

Si S, croft au dela de toute limite, ou n’a pas de limite fixe, la 
série est divergente.. 


49. THEOREMES SUR LA CONVERGENCE DES SERIES. — Pour qu’une 
série soit convergente, la condition nécessaire et suffisante consiste 
en ce que la somme d’un nombre quelconque de termes au dela 
du 7”, u , soit aussi petite que l’on voudra, si 7 est suffisamment 
grand. 


50. A partir d’un terme w,, 7 étant assez grand, les termes doi- 
vent finir par devenir plus petits que toute quantité donnée. Con- 
dition nécessaire, non suffisante. 


51. En général, pour reconnaitre si une série est convergente, 
on compare ses termes, 4 partir d’un certain rang, a ceux d’une 
autre série qu'on sait étre convergente, et s’il arrive que les termes 
de la premiére soient inférieurs ou au plus égaux 4 ceux de la se- 
conde, alors cette premiére série est convergente. 


52. TatonEmE I. — Une série dont tous les termes, ou du moins 
les termes trés-éloignés, sont positifs, est convergente si, a partir 
d’un certain terme,.le rapport d’un terme quelconque au précédent 
est plus petit qu'un nombre déterminé 4, qui est lui-méme plus 
petit que l’unité. | 


53. Tutorkme Il. — Une série a termes posilifs est convergente, 
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si, 4 partir d'un certain terme, on a constamment 


Vaca <I. 


34. Les termes d’une série ayant des signes quelconques, si la 
série qu’on obtient en prenant positivement tous les termes au dela 
d’un certain rang est convergente, la série proposée le sera aussi. 

Condition suffisante, non nécessaire. 


53. Tutonéme Ill. — Une série est convergente quand les termes 
éloignés sont alternativement positifs et négatifs, et décroissent in- 
définiment. 


56. 
(u, +0, (—1) + (u,+e, V—1) +...+ (ute, ~—1) +...: 


série convergente, si les deux sommes 
Uy Uy Ute ee ft ee, OOO. +O,+..., 
sont convergentes. 
57. ErupE DE QUELQUES SERIES: 
x x x" 
° + 2 — a ee —_—_—— Ss ene 
J Is trast +33. tb ’ 


convergente, quel que soit z, 
git! I 


2 
x 
2° 1+ & C08 & + -— COS 2r+...+ 





cosnz+..., 
1.2... 


convergente, quel que soit z; 





° - 2 ee z 
3 pty ag teeby tees 
convergente pour x entre —1 et +1, 
antl I 
R,<- ; 


convergente, si 27 <1; 


toy... 


° + 
5 I + DNs + 3” 4" 


divergente pour m= 1, convergente pour m > 1; 





442 TABLE ANALYTIQUE 


6° 2+ => — + — ++ weet 


I 
2.3 2.3.40 


convergente. On en représente la somme par e : 
e est entre 2 ef 3, 


R, < 


I 
—— <=; 
1.2.3.. n° 


é = 2,7182818, a un dix-millioniéme prés. 


38 a 61. LIMITE DE (1+ =) QUAND ™ CROIT INDEFINIMENT. — 
Cette limite est le nombre e. 


62. e est incommensurable. 


CINQUIEME LECON. 


DIFFERENTIATION DES FONCTIONS TRANSCENDANTES. 
63. FoNcTIONS LOGARITHMIQUES. 
dx 
d.log x = — =~ loge. 


64. Quand le nombre e est la aso, les logarithmes sont dits né- 
périens : nous les désignerons par 1. 


dla =“. 
FY Hg 


On passe d’un systéme quelconque au systéme néperien, et vice 
versd, par la formule 


I 
logx =lxa x i= lx x loge. 


7 ou loge est le module du systéme. Quand a = 10, le module est 
loge = 0,4342945. 


63 et 66. La régle de la différentiation des logarithmes est sou- 
vent utile pour différentier d’autres fonctions. 


67 a 69. FoncTions EXPONENTIELLES. 


da*=a"ladu, de*= edz. 
La fonction Ce* est la seule qui soit égale a sa dérivée. 
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70 4 75. FONCTIONS CIRCULAIRES DIRECTES. — SiN, C08.r,... sont 
les rapports des droites ainsi nommées au rayon du cercle. x est 
la longueur d’un arc rapportée au rayon pris pour unité; si 2 est 
le nombre des degrés contenus dans zx, 


f=, ge OO 8, op = 59° 16! 2. 
180 T 


L’arc égal au rayon = 57°16’. 





dsinz = cosrdx, dcosz = —sinzds. 
dz dz sinzdz 
dtangz= ——-- dcootz=—-— >-- dsécz = ——-: 
Cos? z sin’ z cos? z 


76 a 80. FoNcTIONS CIRCULAIRES INVERSES. — L’arc dont le sinus 
est x-se représente par arc sinz. 
du 





d arc sinu = —————- 
fi— uv? . 
d 
d arc cosu = — et 
yi—w 
du 
d arc tangu = I+ 
du 
d arc cotu = — Tee 


SIXIEME LECON. 


DIFFERENTIATION DES FONCTIONS IMPLICITES. — CHANGEMENT 
DE LA VARIABLE INDEPENDANTE. 


81 et 82. DirFERENTIATION DES FONCTIONS IMPLICITES DONNEES 
PAR UNE SEULE EQUATION 


; f(z, 7) =0: 
df 
df df, dy —s-_ 
dy 


83. ELIMINATION DES CONSTANTES. — Si entre une équation donnée 
et l’équation qu’on en tire par la différentiation, on élimine une con- 
stante, on a une nouvelle équation qui exprime une propriété de la 
tangente, commune 4 toutes les courbes que représente l’équation 
proposée, quand on y donne différentes valeurs 4 la constante. 
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84. FoNCTIONS IMPLICITES DONNEES PAR PLUSIEURS EQUATIONS. 


f(z, 7,2) =0, F(x, y,2) = 0, 
af, df, df, _ 
dg§ Vt Ut Gg @= oO, 
dF dF dF 


dg PG Ut Gg e=>o 


dfdF dfdF dfdF df dF 
dy _dxzdz dz dx dz dydx dx dy 
dz dfd¥  dfd¥’ dx dfd¥  dfdF- 
dz dy dy dz dz dy dy de 
85 et 86. Si l’on a 2 équations entre z -+-1 variables, on égalera 
a zéro les différentielles des premiers membres de toutes ces équa- 


; . ; gs d 
tions; on aura ” équations du premier degré, d’ou |’on tirera a 


dz 
Iz) le. 


87. DERIVEES ET DIFFERENTIELLES DE DIVERS ORDRES. — Scit 
¥ = f(x) une fonction quelconque de x, et y' sa dérivée. Si l’on 
différentie vy’, on obtient la dérivée de y’, que l’on appelle la dérivée 
seconde ou du second ordre de y, et qu’on désigne par y". De méme 
y” aura une dérivée y”, et, en continuant ainsi, on aura les déri- 
vées de tous les ordres de y. On les représente aussi par f’(2z), 


F" (x), F(z), 000. 


A ces dérivées correspondent les différentielles successives de 7, 
que l’on représente par d’y, d*y,.... 


dy=yidz, d’y=j"dx", Dy=y"dx,..., d*y=yMdz’, 
d 
Se TOS age aga I = ae 

88. EXEMPLEs : 

1° y=x", 

2° yxy = Act Bae™'+Cxr™?+.... 
. . a™ 

Si ™ est entier, = 1.2.3...m.A. 
Les dérivées suivantes sont nulles. 
3° yra’. 


ay ; 
aor = @ (lay. 
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4° y = loge. 
d"y _ _ n—{ 7 
ao = | 1)""'1.2.3...(2—1)z loge. 
5° = Sinz a"y _. sin( x4 27). 
v= > da" +3" 


d"y n 
y= cosr, xt ©98 a+ oe . 


89. Quand la fonction y est donnée par l’équation f(x, y) =0, 


af df, do 


yi=o AF 4 SP yt 4 SF yt = 0 
ag dy » dz dy' ; 


dy 

On trouverait de méme y”, y?’,.... 

90. Du CHANGEMENT DE LA VARIABLE INDEPENDANTE. — Si l’on a 
n équations entre (7-4-1) variables, y, z, ¢, uw, e,..., on peut en 
regarder une comme indépendante, et imaginer que toutes les autres 
soient exprimées en fonction de celle-ci. Si l’on choisit ¢, par exemple, 


ona 
y=(t) et dy = UM (z2)de. 


91. Si l’on prend ¢ pour variable indépendante, et que l’on con- 
sidére z et y comme fonctions de ¢, ona 


ae 
= f" (x Me +f'(x)d?ax, 
aan dx? 4+-3f"(x)ded@a+f'(x)@Paz 
p(t) =f" (x) 2'(2), 
p"(t) =f" (x) o'(t)? +F'(z) 9" (t); 
p(t) =F" (x) oe? + 3 f(z) g(t) (4) F(z) 9" (2) 
92, 93. Réciproquement, 


Na) = 
f (x) ~ ax? 
dxd*y —dyd'z 
" — 
” _ dx( dx dy — dy dad a\ — 3d? x(dxd’?y — dyd’r) 
faa) = Meldedir— arts) — 3A elder dre), 


les différentielles dans les seconds membres sont relatives a ¢. 


94. La dérivée premiére f'(«) est la seule dont l’expression par 
les différentielles de x et de y reste la méme quand on cesse de 
prendre x pour variable indépendante, ou quand dx cesse d’étre 
constante. 
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95. Vérification des formules générales. Si x = ¢, 


fil2y=Z, flay= FS, prey = Dee 
96. Si l’on prenait y pour variable indépendante, l’équation 
y=flz), 
étant résolue par rapport a 2, donnerait une valeur de la forme 
x= F(y). | 


F(y) est dite la fonction inverse de f(x). 


f" ( 2) _— 3" (y) ¥ oe Fr" (yr) e 
97. Exemple. 


- SEPTIEME LECON. 


DIFFERENTIATION DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES 
INDEPENDANTES. 


98. DIFFERENTIELLES PARTIELLES ET TOTALES D'UNE FONCTION DE 
PLUSIEURS VARIABLES INDEPENDANTES. — Si dans une fonction de 
plusieurs variables indépendantes 


u= f(x, 7, 2), 
on ne fait varier que zx, et qu’on prenne la dérivée de la fonction 
par rapport 4 z, cette dérivée partielle sera une certaine fonction 


o(x,y,2); on la représente par la notation si ou af ce X12). En 


multipliant la dérivée partielle par dz ou par l’accroissement arbi- 
traire de x, on aura la différentielle partielle de u par rapport a 2, 


du 
9(x, y,2)dx, cu ig 


99. La somme des différentielles partielles de « par rapport a 
toutes les variables s’appelle la différentielle totale de u. 


100. 


bu =[9(x, 7,2) d+ $(2, 7,2) Ay +x (2,9, 2) A2] 
+ (adx-+ p’Ay + y"Az). 





DES MATIERES. 44s 


L’accroissement de la fonction w se compose de deux parties : 
dans |’une, les accroissements des variables sont multipliés par des 
fonetions indépendantes de ces accroissements, et qui sont les dé- 
rivées partielles de w; dans l’autre, ces accroissements sont multi- 
pliés par des quantités a, 6", y” qui s’évanouissent en méme temps 
qu’eux. 

401. ExEMPLes. 


102. PRoPpRIETES DE LA DIFFERENTIELLE TOTALE. — La limite du 
rapport de l’accroissement d’une fonction 4 sa différentielle totale 
est l’unité. 


103. Quand une fonction de plusieurs variables est constante, sa 
différentielle totale est nulle. 

Si deux fonctions ont une diflérence constante, leurs différentielles 
partielles ou totales sont égales, et réciproquement. 


404. DIFFERENTIATION D'UNE FONCTION COMPOSEE DE FONCTIONS DE 
PLUSIEURS VARIABLES INDEPENDANTES. p fonction composée de deux 
fonctions des variables: p = F(u,e), w et  étant des fonctions des 
variables indépendantes x, y, z: 


dp _dpdu , dpdo 

dz dudx ' dv dx’ 

dp _ dp da , dp do 

dy dudy ' do dy’ 

dp _dpdu . dpado. 

dz dudz dv dz’ 
la différentielle totale de p: 

__ dp dp 
dp = lat + Wp 
4083. DIFFERENTIELLES DES FONCTIONS IMPLICITES DE PLUSIEURS 

VARIABLES INDEPENDANTES. 


(1) F (2, 7, 2, u, °) = 0, 


(2) F(z, y, 2, 4,9) = 0. 
if, df, df, , df, df, _ 
dg EtG Ut Get Get Ge =” 


a¥ dF dF dF d¥ 


De ces deux équations on tirera du et do. 


406. DERIVEES ET DIFFERENTIELLES DE DIVERS ORDRES. 





du ou 
dy dx 
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du 


ay 7 indique la dérivée par rapport a 7 ce la dérivée de uw par 





d’u rs ; 
rapport a xz. De méme dady est la dérivée par rapport a x de la 


dérivée de w par rapport ay. 

On indique d’une maniére semblable le résultat d’un nombre 
quelconque de différentiations exécutées dans un certain ordre sur 
la fonction uw. 


407 4 109. THEOREME SUR L’ORDRE DES DIFFERENTIATIONS. — Le 
résultat final de plusieurs différentiations successives est toujours le 
méme, quel que soit l’ordre dans lequel on opére par rapport aux 
diverses variables. 


410. DIFFERENTIELLES TOTALES DE DIVERS ORDRES D'UNE FONCTION 
DE PLUSIEURS VARIABLES INDEPENDANTES. — Soit w une fonction de 
trois variables indépendantes 2, y, z, 


kh du du du (*) 
d ua (Geet Say t+ Sas) 9 


formule symbolique, dans laquelle il faudra remplacer du* par d" xu 
aprés le développement. 


441. DERIVEES PARTIELLES DES FONCTIONS IMPLICITES. — Une 
équation f(z, 7) = 0, entre deux variables x et y, donne 
af 
df ,, ay ae 
In hoe y=, dott dz ~ df? 
dy 
Of, Of dy PS (dN, day _ 
dat + * Tedy dz dy’? \dz dy dx °> 
d’ou |’on tir VY oR différentiant de nouveau, on obtiend a") 
ou lon tire —>- En différe e ve obtiendra 5-5; 
d‘y 
aay 


442 et 113. Si ’on a une seule equation entre trois variables 


(t) f (2, 7,2) =0, 
en différentiant |’équation (1) par rapport a z, on a 
d af df dz 


(2) dx * dzde °? 
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d’ou lon tire e - On a de méme a par |’équation 
oa dy 


df df dz 


(3) dy + ds dy ~ 


En différentiant l’équation (2) par rapport a 7, on aura 


af af dz. df (ds\?, df dtz_ 
ag? + dxdz dx * dz \dzx dz dx? 


d’ou xt ° 
En différentiant )’équation (2) par rapport a 7, ou l’équation (3) 


par rapport 4 x, on trouve également 
def af dz d’f dz df dz dz | df d*z 





dady * dyda de ' deda dy * de® de dy dadzdy 
ia 7S 
d’ou cacdy: » etc. 
HUITIEME LECON. 
DEVELOPPEMENT EN SERIE DES FONCTIONS D'UNE SEULE 
VARIABLE. 
444.4417. S&rre pE Tayior. 
/ ff 
f (wh) =f (2) + Af!(2) + f"(a) +e. 
"(x)+ aaa e+ OA), 
1.2.3...(72 


Cette formule a lieu pourvu que f(t") (z’) reste finie et continue 
pour toutes les valeurs de la variable x’, depuis la valeur x jusqu’a 
xr+h. 

Les fonctions dérivées d’ordre supérieur a 2 -+1 ne sont assujet- 
ties a aucune condition. 


Art! ' 
= Sf (At!) 
R ad..(@payy (z+ 4). 


448. AUTRES FORMES DU RESTE. 


hh" 
R= —— [f(z + 0h) —f(2)}. 
La formule suppose que f(")(z’) reste finie et continue pour toutes 


Stunu. — 4n., I. 29 
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les valeurs de Ja variable x’, depuis x jusqu’d x +- A; elle n’exige 
aucune condition relative aux dérivées d’un ordre supérieur a 7. 
419. 
el (y— 9 


= —___— f(t) 
R= ——— — f ) (2+ 6h). 


420. REMAROQUE SUR LA SERIE DE TAYLOR. — Si !’on arréte Ja série 


; he ; ; 
a un terme ——7—— f(z) qui ne soit pas nul, on pourra pren- 
dre la quantité 4 assez petite pour que ce terme surpasse en valeur 


absolue /e reste qu'il faudrait ajouter 4 


tg 
——____—_._ f (”) 
eat (x), 


afin d’avoir la valeur exacte de f(x + A). 


f(x) +hf'(c)+...+ 


494. Série DE MacLaurRiNn. 


f(s) =f(0) + 2f"(0) += f*(0 )+ ——= f™o)+.... 


1.2.3 


Le reste a l’une de ces trois formes 


FO 02), LPG) —P0)], 


ztt(y— OP 
1.2.3.. 


gir 
1.2.3...(2-+1) 


Fry ( (Ox). 


422. REMARQUES SUR LA FORMULE DE Mac aurin. — Si la fonction 
f(x) devient infinie ou discontinue pour z = o, on peut la déve- 
lopper, suivant les puissances de x — a, par la formule 


f(z) =f(a)+(2—a)f'(a)+ ea eV pea) +... 


gt pay te “he =a poet a—a 


423. La fonction on fa ) ne peut étre développée en une série con- 
vergente procédant suivant les puissances entiéres et ascendantes 
de x autrement que par la formule de Maclaurin. 


424. La série de Maclaurin, quand elle est convergente, peut 
converger vers une limite différente de f(x). 


498, AUTRE DEMONSTRATION DE LA SERIE DE TAYLOR. 
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NEUVIEME LECON. 
APPLICATIONS DE LA SERIE DE MACLAURIN. 


426 et 127. DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS EXPONENTIELLES. 
xa 





fait EF i t.. 
+ agate 
. 2 2 3 $ n 
+ "* 


428 et 429. DEVELOPPEMENT DE SiN. ET DE COSZ. 
x x 


sine = 2— Tg 1.2.3.4.5 °°" 
a! gti 
* 1.2...(”2-+1) + 1.2...(2 Fy 008(8). 


| ax? x‘ 
cos 2 = 2 1.2.3.4 


ya nt 


* 1.2.3...(2—1) Fiya.3. “(m1 008 (9). 


430 4 133. FonMULE DU BINOME POUR UN EXPOSANE QUELCONQUE. 


mim 


3 , ae re 


(1+ vy" =1-- mx + 


mm —1)._(m—n-+3) 
1.2.3...2 

m(m—1)...(m—n) 
1.2.3...(2-+1) 


série convergente, si x tombe entre —1 et +-1, quel que soit m. 


+ a! (1 Ox), 


134. DEVELOPPEMENT DE | (1-4-2). — Si x est entre +-1 et —1, 


x = a 


135, 136. FoRMULES POUR LE CALCUL DES LOGARITHMES. 


l(y+h)—ly=2 ee re 
7 7= lsnatipyeyt | 
29. 


ee 





45a TABLE ANALYTIQUE. 


] (a+ 4)+1 (a — 4) +1(4-+-3) +1 (2 —3)—2] x —1 (4-4-5) —1(x— 5) 
= 3 7 _! ___ 77% ° 
a’ — 252? + 72 3 (= — ver 72 
1 
+3(a—3h 553 tas3) +. | 


Si 251000, on a, avec une erreur moindre que 5) 
l(x7+4)+1(% — 4) +1] (2+ 3) +1(2 — 3) 
—alx—I(r4+5)—l(4— 5) =0 


137, 138. Lorsque deux nombres sont supérieurs 4 une certaine 
limite, telle que ro000, leur différence, pourvu qu'elle soit suffi- 
samment petite, qu’elle ne surpasse pas 1, par exemple, est sensi- 
blement proportionnelle 4 la différence de leurs logarithmes. 


439. DES LOGARITHMES CONSIDERES COMME LIMITES D’ EXPRESSIONS 


ALGEBRIQUES. 
xz\™ 
C= lim I —_— 
+ m 


quand m=, 
140, 144. 
ly = lim[ m("/y—1)] quand m= o. 


et: Septet, 


DIXIEME LEQON. 


FORMULE DE MOIVRE ET SES CONSEQUENCES. 


142. GENERALITES SUR LES EXPRESSIONS IMAGINAIRES. — Une 
équation ou entrent des quantités imaginaires est la représentation 
symbolique de deux équations entre des quantités réelles. 


443. Toute expression imaginaire a-+ b6Y—1 peut étre mise 
sous la forme 7 (cost + /— 1 sin¢) : 


—-==; sint= ———- 
vat b? ya b? 

La quantité positive 7 est dite le madule de \’expression imagi- 
naire. Lea valeurs de sin¢ et de cos¢ font connaitre l’arc ¢ ou 
Vargument : on le choisit ordinairement positif et plus petit que la 
circonférence. 





r=yai+ b*, cost = 
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144. ForMULE DE Molvne. 


(cosx + Y—1sinz)” =cosmzx + /—1 sinmz, 
encore vraie lorsque m est un nombre fractionnaire, positif ou né- 
gatif. 
445. DEVELOPPEMENT DU SINUS ET DU COSINUS D'UN MULTIPLE D'UN 
ARC SUIVANT LES PUISSANCES DU SINUS ET DU COSINUS DE CET ARC. 


m(m —1) 


CO8 mx = C03" 7 — cos”? x sin? x 


1.2 

m(m —1)(m—2)(m—3) og ce 

+ 1.3.3.4 cos" x sin'x —..., 
m(m—1)(m—2) 


sinmzx = mcos”""' x sinz — cos”—? sin? x ++.... 


1.2.3 


446. DEVELOPPEMENT D'UNE PUISSANCE D’UN SINUS OU D'UN COSI- 
NUS SUIVANT LES SINUS OU LES COSINUS DES MULTIPLES DE L’ARC. — 
m=2n: 

a"! cos” x = cosmz +- mcos(m — 2)z 


m(m—t) (m—1)...(”7+1) 


1m 
+ 1.2 cos(m—4)a-+...+5 1.2.3...2 


m=an-+t: 


a™-' cos™.x = cosmx +- m cos(m — 2) x 


4 MN cos(m — zt... MMM A) cose, 
147. m=a7: 
(—1)"2""' sin” = cosmx — mcos(m — 2)z 
Neat — fj ose Ml, 
m= Aan--l: 
(— 1)? 2""'sin” « = sinmx — msin(m—2)2 
4 MIM gin (m — 4) 2. MIMD dF 9) gin, 


448. THEORIE DES EXPONENTIELLES IMAGINAIRES. 


I+ 24 — + 
eo 
1.2 1.2.9 





Jonvenons d’appeler e*”—" le résultat de la substitution de z/—1 


454 TABLE ANALYTIQUE 
a la place de z dans la série ci-dessus : on aura 


eV — cosr+y—ising, e*Y—' = cosz —/— i sine. 
erv=1 e-*v-1 ev-t _ e-7v-1 
COs 2 = ———_—__—-» sinx = ———_—__—_—_—"’ 
2 a~—t 
449, erv-t < erv-t — eletr)V=7 


150. On est convenu de représenter par e**”¥-' le résultat de la 
substilution de z-+-y— 1 a la place de x, dans la série 
xz 


2 
Petros taygte: 


La formule e* >< e” = e**” est encore vraie lorsque les exposants 
sont de la forme + + yy —1. 


134. Toute expression imaginaire a+b /— 1 peut étre mise sous 
la forme e**7¥-!. 


Si 9 est le plus petit des arcs positifs qui ont 





a 
Jaa bh pour co- 


sinus, et pour sinus, on aura, Z étant un nombre entier 





_ 5b 
Ya? + Bb 


quelconque, positif ou négatif, 
a+b Y=1 _ es 1(a*+ b*) +(2inm-+ p)V—1 


452. LoGARITHMES IMAGINAIRES. — Si ]’on convient d’appeler lo- 


garithme népérien de a + 6 /— 1 l’exposant imaginaire de e, dans 
Pégalité précédente, on aura 


l(a+b6Y—1) = <1(a?+ B) + (aim +9) v—t 


Un nombre positif a un seul logarithme réel et une infinité d’ima- 
ginaires. 
Une quantité négative n’a pas de logarithme réel. 


ONZIEME LECON. 
RESOLUTION DES EQUATIONS BINOMES. 


453 4 1435. R&soLUTION DE L’EQUATION x” = @. 


216 . 2it 
z= r (cos 4 =i sin“), 
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.) m—T, ou 


ohn . 2kn 
t= r (cos 25% a Va sin") 


i= 0, I, 2, 3,.. 





e a m m—I e 
&k=0, 1, 2, 3,..., jusqu’a > ou » Suivant que m ser 


pair ou impair. 


436. TotorEme De Cores. — A partir d’un point A, divisons une 

Fig. 7. circonférence en 7m parties égales. 
Prenons sur le diamétre AA’ une 
longueur OM = 2, et joignons le 
point M aux divers points de di- 
vision. ) 

La différence des m*"* puis- 
sances des lignes OM et OA est 
égale au produit des lignes me- 
nées du point M aux divers points 





de division de la circonférence. 


157, 1458. RESOLUTION DE L’EQUATION 2” = — a, 
z= r[ cost" r+yY— Tein"), 
i= 0, 1, 2,..., (7—1) ou 


c= r[ cos (24-1) 7 y=r sin PEN), 
m m . 


k=1,2, 3,..., jusqu’au plus grand nombre entier qui ne sur- 
—I 








Mm 
passe pas 


. m—2. 
; c’est-a-dire qu’on s’arrétera a si m est 


° a m — 
pair, eta 





I. ° : 
si m est impair. 


439. Théoreme analogue a celui du n° 156, avec cette différence 
que les divisions de la circonférence en m parties égales ne com- 
menceront pas tout de suite au point A, mais au point qui en sera 


distant de l’ar 
460. RESOLUTION DE L’EQUATION 2” = a+b Y—1. 


a+b/—1 = p(cosp+y—13ing), 
f désignant un nombre entier quelconque, positif ou négatif. 


z= 1 (cos 78 2 4+-Y—1 sin art). 
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161. 
a" 4 px™+-q = 0. 


=~ Po Pf 
a” = + j q x” = 2, /2 q; 


équations qui rentrent dans l’un des cas déja traités. 


DOUZIEME LECON. 
EXPRESSIONS QUI SE PRESENTENT SOUS UNE FORME INDETERMINEE. 


462, 163. VRAIE VALEUR DES EXPRESSIONS QUI SE PRESENTENT 


f(x) 


oO 
SOUS LA FORME --« 
Oo 4(z) 


o("*') (a) sont les premiéres dérivées qui ne s’annulent pas simul- 
tanément pour x = a. 

sn (et) _ gti (a) | 

O™ F(z) FT (a) 


lo 2] 
464, 465. VALEUR DES EXPRESSIONS QUI PRENNENT LA FORME — —- 





se réduit a ~ quand + =a. f("*') (a) et 








ts _ prend la forme — pour z= a; n-+1 est l’ordre des dérivées 


de »(x) et de f(x) qui, les premiéres, ne sont pas nulles ou infinies 
a la fois. 

glx) g@*(a) 

fia) Fa) 

4166. VALEUR DES EXPRESSIONS QUI PRENNENT LA FORME 0 X< e0. 


— Pour trouver la valeur de l’expression (a) f(a), dans laquelle 
g(a) = 0 et f(a) = &, on observe que 


lim ——~ 


expression qui devient - pour z =a, et !’on appliquera les régles 
précédentes. 


467. Lorsque les dérivées de 9() et de f(x) conduisent a des 
expressions qui présentent toujours pour z =a la méme indéter- 
mination que celle dont on cherche la vraie valeur, on remplace z 
par a -+-/, on développe les fonctions par la série de Taylor, et, 
toutes simplifications faites, on pose A = o. 
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468. VALEUR DES EXPRESSIONS QUI PRENNENT LA FORME 0” Ou I*. 


f (x)? prend une forme indéterminée lorsque f(.r) et 4 (a) s’an- 
nulent toutes les deux pour z =a; sa vraie valeur s’obtient en 
cherchant celle du produit 9(x)1 f(z). 


469. EXTENSION DES REGLES PRECEDENTES. — Ces régles subsistent 
encore lorsque @ devient infini. 
Mais avant de les appliquer, il faudra s’assurer que |’expression 


if (2) approche d’une limite quand 2 ‘tend 


f'(z) 





proposée, ainsi que 
vers l'infini. 


TREIZIEME LECON. 
DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES. 


470, 171. EXTENSION DU THEOREME DE TayLor. — Soit u= f(x, y) - 
une fonction de deux variables: 
Ip, q) = U,; x-+-ht= p, Yh = 47) 
du du I (F du \" 


I du du ,\) I du du .\“) 
+raa (Bite) bP Tn (Thr Ga) +R 


I dU, ,dU,\™ /du du ,\“) 

R= a oal(@i ta’) —(EA+G4) | 
expression dans laquelle il faut remplacer p par x -+ 6A, et ¢ par 
xyt+Ok, 

472. On a la formule 








f(a+th, y+th, z+...) 
I d re 
) =utdup+—“4...4 84% +n, 
i 1.2...” 
ou 
_ I dU dU, _ dU (") 
R= | (Gate Git) 
du du du (*) 
— (Gat The Zi...) | 


ua f(x, J, 0), U=f(p, J, Toe); 
pH=extbh, qaytoh, r=2+861..., 
6 égale une fraction positive. 
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SiR peut devenir plus petit que toute quantité donnée, lorsque 7 
est assez grand, la série indéfinie qui forme le second membre de 
léquation (1) est convergente et a pour somme f(z +h, y +4, 
z-+-/,...). Cest la série de Taylor étendue 4 un nombre quelconque 
de variables. 


473. En prenant 4 et & assez petits, un terme quelconque du 
développement, s’il n’est pas nul, surpassera en valeur absolue le 
reste de la série, 4 partir de ce terme. 


174. EXTENSION DU THEOREME DE Mactaurin. — Désignons par z,, 


du du d du , ue —o 
(=) ? (5). -> ce que deviennent u, — da’ dy” ‘+> pourz =o, 
y= O-7 

On aura 


I= y)= m+ (FZ) w+ +(3)r 
“le +(4 3). y P+ +R, 
n= raimal pi rag), (Zerg), | 


expression dans laquelle on doil faire z = 0, y = 0, et : reamplacer h 
par xz, A par y, p par Oz et qg par Oy. 


178. Fonctions Homocknes. f(z, y, 2) sera une fonction ho- 
mogéne si l’on a 


(2) 








fitz, ty, tz) = ef (x, X,%)5 
m est dit le degré de la fonction. 
476. Si l’on divise une fonction homogéne de degré m par une 
des variables élevée a la puissance m, Ja fonction ne dépendra plus 
que des rapports des autres variables a celle-ci, et réciproquement. 


4177. Les dérivées partielles et du premier ordre de toute fonction 


homogene du degré m, f(x, 7, 2) sont des fonctions homogénes du 
degré (mm —1). 


478 4 484. Pour toute fonction homogéne, on a 


(3) 
Ry +e) = m(m—1)u, 
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La somme des dérivées partielles d’une fonction homogéne, mul- 
tipliées respectivement par la variable correspondante, est égale a la 
fonction multipliée par son degré. 


QUATORZIEME LECON. 
MAXIMUM ET MINIMUM DES FONCTIONS D UNE VARIABLE. 


482. MAXIMUMS ET MINIMUMS DES FONCTIONS D'UNE SEULE VARIABLE 
INDEPENDANTE. — Soit f(z) une fonction d’une seule variable x. 
Si, en faisant croilre x, la fonction prend une valeur réelle qui sur- 
passe celles qui la précédent et celles qui ]asuivent immédiatement, 
cette valeur de la fonction est dite un maximum. On appelle mi 
nimum une valeur moindre que les valeurs voisines. 


483. Une fonction peut avoir plusieurs valeurs maximums et mi- 
nimums, lesquelles doivent se succéder alternativement. Un maxi- 
mum peut étre moindre qu’un minimum. Un maximum négatif 
devient un minimum quand on fait abstraction de son signe, et de 
méme un minimum négatif pris positivement devient un maximum. 


184. Les valeurs de x qui rendent f(z) maximum ou minimum 
se trouvent parmi celles pour lesquelles f'(2) devient nulle, infinie 
ou discontinue en changeant de signe. 


485. Ordinairement restant finie et continue. Dans ce cas, on a 
la régle suivante. 


186, 187. Quand une valeur de x annule quelques-unes des déri- 
vées successives f' (x), f"(x),..-, si la premiére dérivée qu'elle 
n’annule pas est d’ordre pair, la fonction f(z) est un minimum ou 
un maximum, selon que cette dérivée est positive ou négative; mais 
il n’y a ni maximum ni minimum si la premiére dérivée qui ne 
s'annule pas est d’ordre impair. 


488, 189. MAXxIMUMS ET MINIMUMS DES FONCTIONS IMPLICITES 
D'UNE SEULE VARIABLE INDEPENDANTE. — Trois équations : 


f(z, 7, 2, u) =o, 
(1) ° 9(2, 7%, 2, u) = 0, 
(2, 7; z, u) = 0. 


Pour trouver les maximums ou les minimums de uy, on différentie 
les équations (1), en y regardant y, z et « comme des fonctions de z 


aac one en 
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. . du . 
et supprimant les termes ol entre Te? C& qui donne 


df af. dy df a _ 
ax dy de’ ds dx ? 


a dy dy _dg dz _ 
(2) at dy dy dx de dx” 
7 dy dy db dz _ 
dz ' dy dx" ds dx — 0» 
On élimine dy et de et l’on obtient une , aquation, 
dx dx 
(3) F(z, y, 2, u) =0, 
qui, jointe aux équations (1), détermine les valeurs de x, 7, 2 et wu. 
L’élimination de A et de sid entre les équations (2) peut se faire 


en ajoutant ces équations multipliées respectivement par 1, A et p, 
et choisissant les indéterminées A et » de maniére que dans le ré- 


. if e 
sultat les coefficients de oy et de a soient nuls. 
dx di 


490. Fonction explicite F (x, 7, z, u), x, y, 2 et wu étant lides par 
les équations 
FBI; Zz, u) = 0, 
P(r, Y, 2, ke) = 0; 
P(r, y. 2, u) = 0. 
On posera F (z, y, 2, u) — ¢ = 0, et l’on sera ramené a la question 
précédente. 


QUINZIEME LEC. 


MAXIMUM ET MINIMJM DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES. 


491, MAXIMUMS ET MINIMUMS DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VA- 
RIABLES INDEPENDANTES. ~— Une valeur particuliere et réelle d’une 
fonction de plusieurs variables indépendantes f(z, 7, 2) est un 
maximum, quand elle surpasse toutes les valeurs de cette fonction 
qu’on obtiendrait en donnant aux variables des valeurs trés-peu 
différentes de celles que ]’on considére. On appelle minimum d’une 
fonction une valeur particuli¢re moindre que toutes les valeurs 
voisines. 

Les valeurs de x, y, 2 qui rendent u = f(z, y, 2) maximum ou 
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+s . ; . due du 
minimum se trouvent parmi celles qui rendent les dérivées dx? dy’ 


du won . . 
7 nulles, infinies ou discontinues. 

492 et 193. En se bornant au cas ot ces dérivées sont continues. 

La différentielle totale du premier ordre est nulle. 

Si d’u n’est pas identiquement nulle, il peut arriver trois cas: 
1° d?u pourra changer de signe, alors il n’y aura ni maximum ni 
minimum ; 2° d?u conservera toujours le méme signe, alors u sera 
maximum ou minimum selon que </?u sera négative ou positive; 
3° d?u sera nulle pour certaines valeurs de /, 4, 4, mais sans jamais 
changer de signe. Alors on ne peut dire si la fonction est un maximum 
ou uN minimum, et pour avoir une conclusion il faut pousser plus 
loin le développement de Av. 

Pour que @?x ou la foncticn 


Ah?-+ BA? + C2?-+ 2DAA + 2 El + 2F Al 


soit positive pour toutes les valeurs réelles de 2, A et 7, A n’etant 
pas nul, il faut que l’on ait dans le cas du minimum 


(1) A> o. 
Maintenant, on peut écrire d?u sous la forme 
. 2 

A (1 + me + G+ 12+ oMAl, 

si l’on pose, pour abréger, 
D? FE? ED 
B— = =G, C— 7 =1, F—= — M. 
D? 
(2) G>o, (c=3-+); 
M? ED 

(3) N> 0, (N=1-G M=F— <>). 


Ces conditions sont suffisantes. 
194. Si f(», y, z) est un maximum, il faudra que lon ait 
A+ B+... +0FA <o, 
A<o, G<co, N<o. 


195. Si les quotients différentiels A, B, C, D, E, F étaient tous 
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nuls, pour les valeurs de x, y et z, tirées des équations 


du du du 

— —_— = ’ dz =o 
les quotients différentiels du troisiéme ordre devraient s’annuler 
d’eux-mémes, et la différentielle du quatridme ordre aurait le méme 
signe pour toutes les valeurs tirées des accroissements fh, A, 2. 


496. MAXIMUMS ET MINIMUMS DES FONCTIONS IMPLICITES DE PLU- 
SIEURS VARIABLES INDEPENDANTES. 


f (2, Jy % Uy ¢) = 0, 
(1) p(z, 7X, 2, 4, e) =0, 
p(x, ¥, 2%, u, 7) =0, 
xz et y sont indépendantes. Si l’on veut rendre maximum ou mini- 
mum la fonction ¢, la différentielle totale de ¢ doit étre nulle. 
Si lon différentie les équations (1) en faisant attention que 
dv = 0, il viendra 


af df df df 
qn drt Ot a dz + = du =0, 
d9 dg d¢ dg 

(2) de ca dz+ 7 du =o, 
dy dy dy ay, _ 
deta Ita de + Ty du = 0. 


En éliminant dz et du, on obtiendra une équation de la forme 
Pdz + Qdy = 0, 
et il faudra que !’on ait 
(3) P=0, Q=o. 


Les équations (1) et (3) donneront les valeurs cherchées de x, 7, 
Z, U,V. ; 

Pour savoir si la valeur correspondante de la fonction est maxi- 
mum ou minimum, il restera 4 examiner si la différentielle totale 
d’¢ garde toujours le méme signe. 


497. Comme cas particulier, si l’on a une fonction 


o=F(a, y, 2, u) 
avec les relations 

g(x, x, 2, u) = 0, 

P(2z, 7, %, u) =o, 
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cela revient & changer, dans la question précédente, f(x, y, 2, u, ¢) 
en F(z, 7, z, 4) — 9, et 4 supposer que les fonctions » et ) sont 
indépendantes de v. 


SEIZIEME LECON. 


THEORIE DES TANGENTES. 


498 et 199. Equations pE LA TANGENTE ET DE LA NORMALE. — 
f(z, 7) = 0, équation de la courbe; x et y coordonnées d’un de 
ses points; X et Y coordonnées courantes. 


(1) Y¥—y= 2 (x—2), 
ou 
(2) F(x—2)+Z(¥—y)=0 


dx 
Y¥—y=— F(X —2) 
Axes obliques (9 angle des axes), 
dx +- dy cos 9 
Y-y= ay + dzcos6 \* — *): 


201. LoNGUEUR DES LIGNES NOMMEES SOUS-TANGENTE, ETC. — 
Axes rectangulaires. 


ee Sous-tangente §,: PT = var 
y| _ ay 
Sous-normale PN: S, = rar . 
dx 
Tangente : MT =rq/ + dye 
; dy? 
Normale: MN=yq/it+ a 





202. DEGRE DE L’EQUATION DE LA TANGENTE. — Si l'équation de 
la courbe est algébrique et du degré m, I’équation de la tangente 
sera du (mm — 1)" degré relativement aux coordonnées du point de 
contact. 
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203. PROBLEMES SUR LES TANGENTES. — Mener par un point 
(a, 6) une tangente. 


(1) f (2, y) = 0, 
() of 40% = Totty, 


L’équation (2) considérée isolément représente un lieu géomé- 
trique qui contient tous les points de contact et qui est du degré 
(m2 — 1) au plus. 


204. Tangente paralléle 4 une droite dont |’équation est Y= aX. 


(n doit avoir 
dy 


ar 
équation qui, jointe 4 f(z, 7) = 0, déterminera les coordonnées 


du point de contact. 
Si f(z, 7) est du degré m, le probléme admettra au plus 
m(m — 1) solutions. 


= a4, 


205. DE LA CONCAVITE ET DE LA CONVEXITE DES COURBES PLANES. 
d*y . . . 
— Selon que y et Tat sont de méme signe ou de signes contraires, 


la courbe est convexe ou concave au point M vers l’axe des ab- 
scisses, si l’angle des parties positives des axes n’est pas plus grand 
qu'un angle droit. Quand cet angle est obtus, on change le signe de 
Pune des coordonnées, ce qui rend aigu l’angle des coordonnées 
positives, et l’on applique la méme régle. 


ad? 
206. Si 55 i ; ale méme signe que y, un peu avant que x devienne 
Tig. 18 égale 4 OP, et un signe contraire 
apres que x a dépassé cette va- 
y leur, ou vice versa, la courbe, 
M convexe ou concave a gauche du 


point M, devient concave ou con- 
vexe vers l’axe des abscisses a 
droite de ce point. Le point M 
0/T P z est dit un point d’inflexion. Ces 
/ points s’obtiennent en cherchant 


Jes valeurs de x et de y, qui, rendant os nulle ou infinie, lui font 


en méme temps changer de signe. 
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DIX-SEPTIEME LECON. 


THEOREMES SUR LES AIRES ET LES ARCS DES COURBES PLANES. 


Fig. 19. 207 A 209. DIFFERENTIELLE DE 
“ L’AIRE D'UNE COURBE PLANE. 
| CAMP =u: 
du = ydz. 


Axes obliques (9 angle des axes) : 





du = ydx sin, 


210. DES AIRES CONSIDEREES COMME LIMITES D'UNE SOMME TE 
PARALLELOGRAMMES. — Dans le cas des axes rectangulaires, la sur- 
Fig. 20- face ABDC est la limite d’une somme 
de rectangles intérieurs, tels que 
MIP’P, formés en menant par les 
points C, E, F,..., M, M’, etc., pris 
sur la courbe, des paralléles a2 Or 
dont chacune soit terminée a l’ordon- 
née du point suivant. 

Si l’on méne, par chacun des points considérés sur la courbe, des 
paralléles 4 Ox, terminées aux ordonnées des points précédents, on 
formera des rectangles extérieurs analogues 4 PKM'P’. w est aussi 
la limite de la somme de ces rectangles. 





214. APPLICATION. 


y? = apr, 
u=3 Ys 


212. DIFFERENTIELLE D’UN ARC DE COURBE. — La longueur d’une 
courbe est la limite vers laquelle tend le périmétre d’une ligne 
brisée inscrite dans cette courbe,dorsque ses cétés sont de plus en 
plus petits, et que leur nombre croft jusqu’a l’infini. Ce périmétre 
a une limite déterminée. 


243. 
arcCM =s, ds = Vda°-+d>’. 


214. LIMITE DU RAPPORT DE L’ARC A SA CORDE. — NOUVEAUX 
THEOREMES SUR LES ARCS CONSIDERES COMME LIMITES DE POLYGONES. 
— La limite du rapport d’un arc quelconque a sa corde est l’unité. 

Stcny. — 4”,, I. 30 
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913. Si cef...d est un contour polygonal d’un méme nombre de 
edtés que le contour CEF...D; si, & mesure que les sommets C, 
Fig.24. E, F,... se rapprochent de plus en 
rl’ a plus, les cétés ce, ef, etc., tendent 
de plus en plus 4 devenir égaux aux 
cétés correspondants CE, EF, etc., en 
méme temps que le nombre de ces 
cétés va en augmentant jusqu’a l’in- 
fini, le contour polygonal cef...d aura 
méme limite que le contour CEF...D, 
c’est-d-dire la longueur de ]’arc CD. 





916. Si on méne entre les deux ordonnées extrémes CA, DB un 
nombre indéfini de paralléles 4 l’axe des y, puis que l’on inscrive 
entre ces paralléles d’autres lignes droites, tangentes a la courbe, 
la somme de ces derniéres tend vers une limite qui est encore la 
longueur de la courbe donnée, méme quand elles ne forment pas 
une ligne brisée continue. 


DIX-HUITIEME LECON. 


DES COURBES PLANES RAPPORTEES A DES COORDONNEES POLAIRES. 


247, 218. DETERMINATION DE LA TANGENTE. — Pour mener la 
Fig. 25. tangente MT par M, il suffit de con- 
naitre l’'angle OMT = p. 


rdQ 
tang p. = a? 














dr 
cos 2 = = 
e Vdr?-+- r* d6? 
sin = rag 
e v4 dr? +. r? dG? 


eo ., 
949. LoNGUEUR DES LIGNES NOMMEES SOUS-TANGENTE, SOUS-NOR- 
MALE. 





r*d9 
Sous-tangente : S, = OT = > 
. ar 
Sous-normale : 5,= ON = 7, 


990. DIFFERENTIELLE D'UN sEcTEUR. — Considérons (fig. 25) un 
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secteur POM = uw: 
du = ~r'd@. 
2 


294. La différentielle du secteur POM est aussi égale 4 
- (xdy —ydz). 
922, 223. DIFFERENTIELLE D'UN ABC DE COURBE. 


ra arr ey . ra§ ar 
ds = dr? +- r? d@, sinp=— >> cosp= =. 


» 


994, APPLICATIONS. 


Pp _ I+ ecosd 
1-+ecos6’ tangy = esing 


2° Spirale d’Archiméde : 7 = a, tangz = 9,S,= a0?,S =a, 
3° Spirale hyperbolique : 79 = a, tangz = — 9,  §, = —a, 
4° Spirale logarithmique: 7 = ab®, 


1° Ellipse: 7 = 


La tangente fait un angle constant avec le rayon vecteur qui passe 
par le point de contact. 

L’extrémité de la sous-tangente décrit une spirale égale a la | 
premiére, mais située différemment. 

L’extrémité de la normale décrit aussi une spirale égale 4 la pre- 
miére. 


225, 226. DES COORDONNEES BIPOLAIRES. — Dans ce systéme de 
Fig. 32. 


coordonnées, on détermine la position 
d’un point sur un plan par ses dis- 
tances vet 7’ a deux points fixes A et B. 

Soit f(7, 7’) =o Véquation de la 
courbe CM. Soient AM = 7, BM = 7’. 
AMT = «, BMT =6: 


cosa _ dr 
cosé dr’ 





DIX-NEUVIEME: LECON. 
THEORIE DU CONTACT DES COURBES PLANES. 


227, 228. CoNTACT DE DIVERS ORDRES DES COURBES PLANES. —~ 
Soient deux courbes 
y=f(z), x'=9(2); 
30. 
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si 
pay, Ode Py! ty dty! _dty. 
YN Ge a! de ae? aa ae? 





\ 
les deux courbes MN’ et MN ont un contact de Vordre z. 

Par un point commun a deux courbes qui ont un contact de 
Vordre 2, on ne peut faire passer entre ces dcux courbes aucune 
autre courbe ayant, avec l’une des deux proposées, un contact d’un 
ordre inférieur au 7‘, 


229, 230. L’oRDRE DU CONTACT EST INDEPENDANT DU CHOIX DES 
AXES, pourvu que l'axe des ordonnées ne soit pas paralléle 4 la 
tangente commune aux deux courbes. 


231. CARACTERES GEOMETRIQUES D'UN CONTACT D’ORDRE PAIR OU 
IMPAIR. — Quand deux courbes ont entre elles un contact d’ordre 
impair, Yune des deux embrasse |’autre, et deux courbes se tra- 
versent mutuellement au point de contact, quand elles ont un con- 
tact d’ordre pair. 


232, 233. DES COURBES OSCULATRICES. — Si |’équation d’une 
courbe renferme 7 -+-1 constantes arbitraires, a, 6, c,...; si l’on 
détermine les constantes a, 6, c, etc., de maniére 4 obtenir un 
contact du x"* ordre avec uné courbe donnée y = f(x), parm: 
toutes les courbes de méme espéce représentées par |’équation pro- 
posée, celle qui répond a ces valeurs des constantes est dite oscula- 
trice ala courbe y = f(z). 

234. DU CERCLE OSCULATEUR. — Soit en ccordonnées rectangulaires 

. y=f(2) 
léquation d’une courbe ; 
(e—EP-+(y—nl =e 
Péquation du cercle osculateur : on aura pour déterminer &, », p les 


trois équations 
(7—&)'+ (y—n)? = 9’, 
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2 
233. [1 faut prendre le signe -++ ou le signe — suivant que oz 
est > o ou <o. 

Le centre du cercle osculateur est toujours dans la concavité de 
la courbe. . 

La droite qui unit le point de contact au centre du cercle oscu- 
lateur est perpendiculaire 4 la tangente commune. 

Le cercle osculateur traverse la courbe, excepté en certains points 
particuliers, ot le contact est d’un ordre supérieur au second. 

On appelle souvent le cercle osculateur cercle de courbure; son 
centre et son rayon centre et rayon de courbure. 


236. Dans toute section conique, le rayon de courbure est égal 
au cube de la normate, divisé par le carré du demi-paramétre. 


VINGTIEME LECON. 


DEVELOPPEES ET ENYELOPPES DE COURBES PLANES. 


937. DEVELOPPEES ET DEVELOPPANTES. — Les centres de cour- 
bure d’une courbe CM forment une nouvelle courbe FF’, que lon 
appelle la développée de la courbe CM, et celle-ci est appelée la 
développante de FF’. On aura ]’équation de la développée en élimi- 
nant x et y entre les équations 


d 
(1) oi elae® 


. 


(2) 4 


det \) —n) $2 = 


? 
et Péquation 
(3) f(x, y)=0 


de Ja courbe donnée. 


938. PROPRIETES GENERALES DE LA DEVELOPPEE. — Les normales 
4 la courbe CM touchent la développée aux centres de courbure. 


939. La développée d’une courbe est le lieu des intersections suc- 
cessives des normales 4 cette courbe. 
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240. La différence entre deux rayons de courbure MK et M,K, est 


Fig. 4a. 





y M, 


F 


_ "| z 





égale a larc K,K de Ja développée 
compris entre les deux centres de 
courbure correspondants. 


241. Imaginons un fil dont une 
partie soit enroulée sur FK, et dont 
l'autre partie, tendue suivant la tan- 
gente K,M,, se termine en M, sur la 
courbe CM. Si l'on déroule ce fil en 


le tenant toujours tendu, son extrémité décrira Ja courbe CM. 

242. Une méme courbe FK a une infinité de développantes ; pour 
les décrire il suffira d’allonger ou de diminuer le fil d’une quantité 
arbitraire. Toutcs les développantes ont les mémes normales et les 
mémes centres de courbure, et interceptent sur leurs normales com- 
munes des longueurs constantes. 


243. Si une courbe est'algébrique, sa développée sera rectifiable. 


244, RaYON DE COURBURE ET DEVELOPPEE DE LA PARABOLE, 


Rayon de courbure: p = 





——eeeeee © 


2 


P 


Equation de la développée : 1? = a (E—p)*.. 


245. RAYON DE COURBURE ET DEVELOPPEE DE L’ELLIPSE, 


ay? + 8 2’? = ab’. 


Rayon de courbure : p = 


(Bart a‘ y7) 


3 
2 





a’ bs 


2 2 
Si l’on pose, pour abréger, — =Aet—= B, on a pour l’équa- 


tion de la développée, 


b 


(2) (i) + (3) =. 


946. RAYON DE COURBURE ET DEVELOPPEE DE L’ HYPERBOLE. 


Rayon de courbure: p = 


(bia? + a‘ y?) 
a‘ b 


3 
2 
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2 
Equation de la développée, en posant c?=a’-+ 8’, <= A 


eet rah 
ot 5 = B: (5) — (5) =I, 


247. ENVELOPPE D'UNE COURBE MOBILE. — Quand une courbe se 
meut sur un: plan, en changeant de forme suivant une loi détermi- 
née, elle est en général constamment tangente 4 une courbe fixe 
qu’on nomme son enveloppe. On peut supposer que la courbe mo- 
bile est représentée par une équation 


(1) F(z, 7, ¢) =0, 


ou c est un paramétre qui varie d’une maniére continue. 
Si entre les équations 


F(z, Nn c) =0, 


—, 
— 


Qa 
de 


on élimine c, on aura le lieu des intersections successives des courbes 
représentées par |’équation (1) ou l’enveloppe cherchée. 


VINGT ET UNIEME LECON. 


ETUDE PARTICULIRRE DE LA CYCLOIDE. 


248. DEFINITION ET EQUATION DE LA CYcLOIDE. — La cycloide 
Fig. 44. 


est le lieu des positions d’un 
point M donné sur un cercle 
qui roule sans glisser sur une 
‘droite indéfinie Az. 

Equation de la cycloide : 


aQ- 
& = aare cos 


+ Y2ay—y’. 


Le signe supérieur convient a 
l’arc AC, et le signe inférieur a l’arc CA’. 





249, £30. TANGENTE ET NORMALE. 


dy Yoaar— yr 


di x 
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MH est la normale au point M, et MG, perpendiculaire 4 MH, est ta 
langente en ce point. 

Supposons le cercle CmD décrit sur ’ordonnée maximum comme 
diamétre; menons Mvn paralléle 4 Ax: une paralléle 4 Cm, menée 
par le point M, sera la tangente cherchée. 


954. RAYoN ET CENTRE DU CERCLE OSCULATEUR. R = 2MH, 
MN = 2MH, N est le centre. 


232, 253. DEVELOPPEE DE LA cycLoipe. — La développée de la 
cycluide est engendrée par le mouvement d’un point N placé sur la 
circonférence d’un cercle égal au cercle OM, mais qui roulerait sur 
une paralléle LE 4 Ax, au-dessous de cette droite, et 4 une distance 
de ceile-ci égale au diamétre du cercle mobile. Cette développée est 
une eycloide égale a la premiere. 


254, 255. LONGUEUR D'UN ARC DE CYCLOIDE. 


arcCM = 2MG = 2 y 4a’ — 2ay. 


256. L’arc entier de la cycloide est égal a quatre fois le diamétre 
du cercle générateur. 


VINGT-DEUXIEME LECON. 


COURBURE DES COURBES PLANES. 
957. EXPRESSION DU RAYON DE COURBURE QUAND LA VARIABLE 
INDEPENDANTE EST QUELCONQUE. 


_ _ (da’*+ dy’) 
_ dxd*y — dy dx 


958. EXPRESSION DU RAYON DE COURBURE EN COORDONNEES PO- 


LAIRES. 
(+5) 
er ee 
259. : 
vat, po fete) 
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260. ExempLes. 1° Courbes du second degré: 


P 


r= 
1+ e cos 


3 
(t+ 2ec080 + e?)’ 


P = —_—————_—_—__--_--——= « 


(1+ ecosé@)° 
_ 2° Spirale logarithmique, r = ae™® ; 


p= rit mm’. 


L’extrémité de la sous-normale est le centre de courbure. 
La développée est une spirale logarithmique égale 4 la premiére, 
mais différemment placée. 


261. DE LA COURBURE DES COURBES PLANES. — La courbure d’une 
I 
R 

La courbure d’un cercle est égale a l’angle de deux tangentes 
divisé par l’arc compris entre les points de contact. 


circonférence, la méme en tous ses points, a pour mesure 


262. On appelle angle de contingence angle formé par les tan- 
gentes menées aux extrémités d’un arc infiniment petit. La cour- 
bure d’une courbe est égale a l’angle de contingence divisé par la 
différentielle de l’arc. 


963 A 265. IDENTITE DU CERCLE DE COURBURE ET DU CERCLE 
OSCULATEUR. 


266, 267. EXPRESSION DU RAYON DE COURBURE EN COORDONNEES 
POLAIRES. — (Voir n° 258.) 


VINGT-TROISIEME LECON. 


DES COUKBES A DOUBLE COURBURE. 


968 & 270. Equations DE LA TANGENTE. — On appelle courbes a 
double courbure celles dont tous les points ne sont pas dans un 
méme plan. 

Equations de la tangente : 








Si f(x, 7°, 2) = 0, ¢( 2, J, 2) = 0 sunt les équations de la courbe, 
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la tangente a encore pour équations 


F(X—2)+F (y—y) 4 (z—2) =o, 


d de ia 
EX —2)+ G(r) +B (Z—2)=0. 


271. ANGLES DE LA TANGENTE AVEC LES AXES. — Axes rectangu- 
laires; «, 6 et y angles formés par la tangente avec les trois axes. 


co _ 36 = C08 —%. 
SO dg? OSE = Gg? OST As 


272, 273, PLAN NORMAL. 
(X — 2) dz+(Y—y)dy+(Z—2z)dz=0. 


274, 278. DIFFERENTIELLE DE L’ARC D'UNE COURBE A DOUBLE 
COURBURE. _ ; 
ds = V dx? + dy*+- dz’, 


276. LIMITE DU RAPPORT D'UN ARC A SA CORDE. — La limite du 
rapport d’un arc 4 sa corde est l’unité. 


VINGT-QUATRIEME LECON. 


DES SURFACES COURBES ET DES LIGNES A DOUBLE COURBURE. 


977. EQUATION DU PLAN TANGENT. — Equation de la surface : 


f(a, y, 2) =0. 
Plan tangent de la surface au point (2, y, 2): 
df df af _ 


278. EQuATIONS DE LA NORMALE. 


X—2r Y-—vy Z—z 
df ~ df ~— df ~ 
dz dy da 
279. 
dz dz 
dz? dy 1 
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Equation du plan tangent : 


ZL—-z=p(X—2z)+q(¥—y). 
Equations de la normale : 
 X—a24+p(Z—2z) =o, 
Y—y+q(Z—z)=0. 
280. «, 6, y, angles que la normale fait avec les axes : 


P ? 
VP ++i 
—__/ _., cosy = —____*___. 
VP ++i VP +7 +1 
281. DEGRE DE L’EQUATION DU PLAN TANGENT, PAR RAPPORT AUX 
COORDONNEES DU POINT DE CONTACT. — L’équation du plan tangent 


est du degré m—¥1 par rapport aux coordonnées du point de 
contact. ; 





cosa = — 





cosB = — 


282. PROBLEMES RELATIFS AU PLAN TANGENT. — Mener par un 
point (a, 6, c) un plan tangent 4 une surface. 


(1) Tes I z) = 0, 

df , df 
(2) of ot pot tu + 24, +-..-=0. 
Probléme indéterminé. Les droites qui joignent le point (a, 4, c) 
aux différents points de contact forment un céne circonscrit a la 
surface, dont on obtiendra I’équation en éliminant x, 7, z entre les 
équations (1), (2) et les suivantes : 











(3) 


Si la surface proposée est du deuxiéme degré, la courbe de con- 
tact sera plane. 


zr—a y—b- ~~ Z2—e 


283. Mener un plan tangent a une surface et paralléle 4 une 
droite donnée. 
X=aZ, Y= 07, 
équations de la droite donnée. 


(4) Pat yt 


représente une surface du m*"* degré qui passe par tous les points 
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de contact, et avec I’équation (1) constitue la courbe de contact du 
cylindre circonscrit dont les génératrices sont paralléles 4 la droite 
donnée. 

On aura l’équation du cylindre circonscrit en éliminin: x, y, 2 
entre les équations (1), (4) et les suivantes : 


X—x=a(Z—z), Y—y=b(Z—2). 


284. PLAN OSCULATEUR. — La tangente MT 4 la courbe au point M 

Fig. 57. et le point M’ déterminent un plan. 
On appelle plan osculateur la limite 
du plan MTM’, quand le point M’ vient 
se confondre avec le point M. 


988. Equation du plan osculateur : 
(dyd*z— dzd?y)(X — 2x) 


+ (dzd’ «—dzxd*z)(Y—y) 
+(dxrd*?y—dyd’ x)(Z— z) =0. 





286, 287, ANGLES DU PLAN OSCULATEUR AVEC LES PLANS COOB- 
“DONNES. 
(a) cosh = S, cosp = 3, cosy = &, 
D D D 
D? = (dy d’?z — dzd’y)* +-(dzd?« — dxd’z)* 
+ (dxd’?y — dyad’ x)’, 


D=dsy(d?x\+-(d*y)?+ (d*z)? — (d’s)’, 


D = (ds d? x — dx d’ s)*+ (ds d* y — dy d’ s\?-+- (ds d?z — dzd?s)’, 


—___, 
EY [aB\ (a 

D=ds _& ds as}, 

_ ds + ds” + ds 


288. NoRMALE PRINCIPALE. — On appelle zormale principale celle 
qui est située dans le plan osculateur. 
Equations de la normale principale : 
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VINGT-CINQUIEME LECON. 


COURBURE DES LIGNES DANS L’ ESPACE. — HELICE. 


289. CoURBURE DES LIGNES DANS L’ESPACE. — On nomme angle 
de contingence \angle » que font les tangentes menées aux extré- 
mités d'un arc MM’ qui devient infiniment petit, et courbure au 


point M la limite vers laquelle tend le rapport 7. » quand As dimi- 


. . . d: ; 
nue indéfiniment. L’inverse de la courbure, =; est dit le rayon de 


courbure p au point M. 


290. - 
dx\? dy\? dz\? 
VG) «() G) 
Pp ds + ds + ds 
291. 
ds? 
= *" 
P V(d?x)?+ (a? x)? + (d*2)' —(a?s)? 
ds* 


0 Wdyd?s dad? y+ (dad? x — da d"2) (dad? y —dyd*z) 


292. Equation de la normale principale MN : 


dic dy dz 
(a)K—2=Rp—“, y—yonp—“, 2—-2=Rp—& 
Ps” TMP gp BS BP 


293. CERCLE OSCULATEUR. — Si, par le milieu de la corde MM’, 
on méne un plan perpendiculaire a 
cette corde et qui coupe la normale 
principale MN au point G, si le point 
M’ se rapproche du point M, le cercle 
deviendra a la limite ce qu’on nomme 
le cercle osculateur 4 la courbe au 
point M. 

Le rayon du cercle osculateur au 
point M est égal au rayon de courbure en ce point. Le point K est 
le centre de courbure ou \e centre du cercle osculateur. 


Fig. 5. 





294. L’intersection de la normale principale MN avec le plan 
normal a la courbe passant par le point M’ est encore, a la limite, 
18 point K ou le centre de courbure. 
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298. Le centre de courbure au point M est l’intersection du plan 
osculateur en M avec deux plans normaux, l’un mené par le point M 
et l'autre par un point infiniment voisin. 

Coordonnées &, » et § du centre de courbure K : 





296. ANGLE DE ToRSION. — RAYON DE SECONDE COURBURE. — 
Angle de deux plans osculateurs infiniment voisins : 


9 = V(deosh)* + (deosp)?-+ (dcosv)*. 


Angles avec les axes de la perpendiculaire au plan osculateur : 


dyd?z—ded?y 
eee) 


cosh = 


azdx 
cos p = 








297. L’angle infiniment petit », formé par deux plans osculateurs 
successifs, se nomme angle de torsion, et Von appelle seconde cour 
bure ou torsion le rapport de 9 a ds. 


On appelle r = Ste rayon de la deuxiéme courbure ou rayon 
de torsion. 


298. DEFINITION ET KQUATIONS DE L’HELIcE.— Lorsqu’on enroule 
Fig. 60. le plan d’un angle cab = @ sur 

Is un cylindre droit OABL, a base 

® L circulaire, de maniére que le 
\ \ | < cété ab viene s'appliquer exac- 
iN tement sur la circonférence AB, 

5 I _ la courbe suivant laquelle s’en- 


roule le cété ac se nomme une 
T # hélice, 


ja” 299. Nommons m la tangente 
y de langle «, u Vangle AOP et R 
le rayon du cylindre. Nous aurons 


«z=Reosu, y=Rsinu, 2=mRa. 
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Equations de I’hélice : 


z 
z=Rceos—~, y=Rsin—|{ 


mR aR 
300. TANGENTE A L’HELICE. 
dx —sinuw dy cosu dz m 


Bs Vim & fam bo fae 
La tangente MT fait avec le plan de la base du cylindre un angle 
. égal 4 Pangle «. 
La projection de la tangente a l’hélice sur le plan zy est tangente 
au point P 4 la base du cylindre. 


301. RAYON ET CENTRE DE COURBUBE. 

p = R(1-+ m’) = const. 

302. Le rayon de courbure est dirigé suivant le rayon du cy- 
lindre. Si ]’on prend NK = m’R, K sera le centre de courbure de 
Vhélice pour le point M. 

303. Ladroite MN, lorsque le point M se meut sur l’hélice, décrit 
une surface conoide appelée Adlicotde gauche. Equation de cette 
surface : 


2 
y= ztang— a" 


Le licu des centres de courbure de I’hélice est une autre hélice 
du méme pas, mais située en sens inverse. 
304, 305. PLAN oScULATEUR. — ANGLE ET RAYON DE TORSION. 
msinu(X — xr) — meas (SI) Rae = O, 
y m 


5 To mi z = const. 


VINGT-SIXIEME LECON. 
POINTS SINGULIERS DES COURBES PLANES. 


306. DEFINITION DES POINTS SINGULIERS DES COURBES PLANES. — 
POINTS D'INFLEXION. — Points singuliers, points qui offrent quelque 
particularité remarquable, indépendante de la position de la courbe 
par rapport aux axes. 


307. Sinusoide 
y = sine. 
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Les points ot la courbe rencontre l’axe des x sont des points 
@’inflexion. 
308. 
y = tange. 
Tous les points ot la courbe rencontre l’axe des x sont des points 
d’inflexion. 


309. PoINTs MULTIPLES. — Points qui sont traversés par plusieurs 


branches d’une méme courbe. 
P 


x = 9 (x) + (x —a) (x — 5)4, 
‘ étant une fraction irréductible, dont le dénominateur gq est pair. 


Si l'on suppose a> 4, le point qui a pour coordonnées x = a, 
y = ¢9(a@) est un point double. 


310, 341. Equation de la courbe : 
f (2, y)=0. 


Pour avoir les points multiples, il faudra commencer par chercher 
les points dont les coordonnées vérifient les équations 








df_ af _ 
dx ° dy — 
on aura ny af dy. afd 
ol at ay y\ — 
dct * dedy dx o (2) =° 
af ad? arf 
et si les trois coefficients —> et ne sont pas tous nuls, 


da?” a dy? 
et que ’équation donne deux valeurs réelles et distinctes de a ’ 
le point considéré est un point double. 
Mais si trois branches de la courbe se rencontraient en ce point, | 
il faudrait que l’on eut en méme temps ! 


af af _ a’? f 
dui”? didy ° dy* 





312, PoINTS DE REBROUSSEMENT. — Points ot deux branches de 
courbe viennent s’arréter, et ot elles ont une tangente commune. 

Le rebroussement est de premiere ou de seconde espéce, suivant 
que les deux branches sont de deux cétés différents ou du méme 
cété de la tangente commune. 


2 
313, 314. Si le rebroussement est de premiére espéce, ses a des 
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signes différents sur les deux branches; si le point de rebrousse- 


d? . 
ment est de seconde espéce, — a le méme signe sur les deux 
branches. 


315. Points ISoLES. — Points dont les coordonnées satisfont a 
\’équation d’une courbe, sans qu’aucune branche de cette courbe 


passe par ce point. 
= <E (a2 — a) yc— by, 
a<b. 
Le point (7 = a, y = 0) est un point isolé. 


346. Points p’aRRET. — Points ot une branche unique d’une 
courbe vient brusquement s’arréter. 
I 
17. y = ——- LVorigine est un point d’arrét. 
317. y= Toes origine point d’arré 
318, 319. PoINT SAILLANT OU ANGULEUX. — Point ot viennent se 
terminer deux branches de courbe qui ont chacune en ce point une 


tangente distincte. 
oy oe 





r= 


I 
I+ ez 
aun point saillant a l’origine. 


ED 


VINGT-SEPTIEME LECON. 


REGLES POUR L’INTEGRATION DES FONCTIONS. 
320. DEFINITIONS ET NOTATIONS. — Une fonction d’une seule 
variable est toujours Ja dérivée d’une autre fonction. 


321. On appelle intégrale de f(x)dx et l’on représente par 
Sf (x) dx une fonction dont la différentielle est f(x) dz. L’cpé- 
ration par laquelle on passe de la différentielle d’une fonction a cette 
fonction se nomme intégration. 

On a, par la définition méme, 


djf(x)dx=f(x)dx, fd9(x)=9 (x). 
322. L’intégration générale de f(x) dx est 
9(z)-+C, 


C étant une constante arbitraire et ¢(2z) une fonction qui a pout . 
dérivée f(x). 
Srorm. —-.47.,1. ) 31 
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323. INTEGRATION D’UNE DIFFERENTIELLE MULTIPLIEE PAR UN 
FACTEUR CONSTANT. 


ffl2)de mo [fa dz. 


324. INTEGRATION IMMEDIATE DE QUELQUES FONCTIONS SIMPLES. 


d gntt c.* 
f = aod ’ 





jf eae= e* +, 
{ atdx = +6, 
a 


f coszde = sinz+C, 


f sinz dx = — cosx-+C, 


fs = tangz -+(C, 








cos’ 
dx 
J aa = cotzr + C, 
aX : 
{z == arc sinz + (C, 
dx 


= —arccosz + C 





J Yi— x 


dx | 
f pa motange +C. 


328. Dans ces formules, x peut étre la variable indépendante ou 
une fonction quelconque de la variable indépendante 


326. La formule 





| ght! 


[ede= 
n+i1 


+C 





devient illusoire quand on y fait z = —1. Cependant un artifice de 
calcul permet de déduire de la formule la valeur de f <. 


2 gti, 
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Si l’on fait 7 = —1 dans le quotient des dérivées des deux 
termes par rapporta ”, ona 
Ge =lx+C. 
w A 


327. INTEGRATION D'UNE SOMME. — L’intégrale d’une somme de 
fonctions est la somme des intégrales des fonctions qui la com- 


posent. 
328. INTEGRATION PAR PARTIES. 


fudo=w — fodu 


329. INTEGRATION PAR SUBSTITUTION. 


[fleyde= f fle Ole (od, 





P 
° dx I o's 
iaars, = —_——— arc tang —— 
a pr+q P’ / 


I 


L— a 
= gare tang —;— + C. 


6 
2+8Y—1, a+ PY—1 racines de I’équation 
a’ + pr+gq=o. 


VINGT-HUITIEME LECON. 


INTEGRATION DES FRACTIONS RATIONNELLES. 


330. INTEGRATION DES FRACTIONS RATIONNELLES. — La question se 


o(x)\dr 





raméne 4 intégrer la fraction rationnelle Fiz)” ou 9(z) est d’un 


degré inférieur 4 celui de f(x). 


331, 332. Cas DES RACINES SIMPLES. m degré de f(x); a, 4, 


c,..., k racines de f(x). 


g(x) A B K 
f(z) z—atz—bt tee 





x 
A= g(a) B= (6) wey K= o(k)_ 





Play ~~ Fay 








J Pp 
VIG VIF 


+C. 
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333. 





[Fer = Alle — a) + Bie — 8) +... 


Si z—a était négative, il faudrait changer Al (z — a) en Al (a — 2). 


334. CAS PARTICULIER DES RACINES SIMPLES IMAGINAIRES. 


a=e+t6Y—1, b=a—6y—1:; 








_ o(a+6Y—1) | a 
~ Fler6yai) TN" 
_¢(z—6yY=1) _ —. 
” Fe 6y=i) BY 





- A B j 
z—a'az—b Ce 


= G1 [(2 — «)?-++ 67] — aH arc tang (==) +C. 


Mz-+-N 
(x wo (gmap e te 
Mz-+N xr—a2 


—_— _ _ 2 2 Lia 
=F il(x a)?-+ 67] 4+ —— ——g— are tang —z + C. 





336 a 338. Cas DES RACINES MULTIPLZS. 


f(x) = M(x — a)" (2 — b)F (x — c)"...(2 — k) = (x — a) f(x). 











g(x) A A, { A, 
f(z) > (eat (eae aa 
B B, 
+ opt oF =6 
_ Cc C, C.. 
Fate t G@rort Tae 
_K 
+s _ k? 


expression qui, multipliée par dz, sera trés-facile 4 intégrer. Cette 
décomposition ne peut se faire que d’une seule maniére. 
339. CAS PARTICULIER DES RACINES IMAGINAIRES MULTIPLES. — 


Soient a = 6 /—1 deux racines conjuguées de I’équation f(x) =o, 
et 7 leur degré de multiplicité 
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On a l’identité 
g(x) — (Ax + B) f(x) — (A, 2+ B,) [(z7 —2)?+ @] f,(2) 
— (A,2-+B,) [(2 — a)? +6) f(z) 


— (A, +B, ,) (a — a)? + OP F(z) 
= [(2 — 2)?+ 6)" $(2). 
Les constantes A, B, A,, B,, etc., choisies de maniére que, pour 


x =2-+6,/—1, le premier membre devienne nul, ainsi que ses 
n—1 premiéres dérivées. 


340. Le cas actuel conduit a 
Jee (Az +B) dx_ (e—a)da (Ac +B)dx 
(ener ey / fle naPt 


x —a)?+67}" z—ofpept J [e—aptey”’ 
PA(a—a)de _A 
{(vz—a)?+67]* a(n —1) [a —x)Pp ey 

_ A(z—a)dx_ A 1A 
mat, Joma g le a+). 
Soit 2 — « = 6z, 


[(XSAS _ Aa+B dz 
[(2 —a)?+ 67)" 620-1 (1+ 27)" 
r—a= Gz. 


344. 


de 2 an 3 (ds 
(1-+27)" (an —2) (14-27) 2n—2 (pay 








. . ; dz 
formule qui conduit finalement af; —; = are tang 2. 
+ 


342. On peut encore poser ¢ = arc tangz: il en résulte 


J oe = | cos*-* ¢dt. 


On développe cos*?¢ suivant les cosinus des multiples de ¢ et on 
intégre chaque terme. 
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VINGT-NEUVIEME LECON. 


INTEGRATION DES FONCTIONS IRRATIONNELLES. 
343. FONCTIONS QUI NE CONTIENNENT QUE DES IRRATIONNELLES 
MONOMES. — Faisant x = ¢°, 


”~ as 2 
(; - x? 


— 2°) de = putes t*) 6t'de 
r+a re 


344. On raméne au cas précédent toute fonction qui ne contient 
que des radicaux portant sur un méme bindéme du premier degré. 








345. FONCTIONS QUI CONTIENNENT UN RADICAL DU SECOND DEGRE. 
— Le terme z’ sous le radical est précédé du signe -++-. On pose 


Vapbapaiaz—z, 





re 2m 
— b+a22° 
ot 
Va+ br+=-x =—paan? 
_ (a+ b2-+ 2°) adz 
de = hp ae)? 


La fonction donnée se changera en une fonction rationnelle de z 


346. Autre méthode: a> 0, 


Vat b+ 2? = Va+ 22, 
r= azVa—b. 


I1— 2 


2 — 
(ache pea 2V4— bet Va, 


I1— 2? 


dx = (2 Ya — bz +a) adz 
(1— 2°) 





347. EXEMPLES. 


(oes Gt tere) +e 
a Y i 
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[os e+ya+ae) +6 


(gx +h) dr 
Vat ba 2? 


=gyarteres(a—E)i(C+et variate) +6 
348. Intégration de f (x, Ya + ba — a) dx; a> 0, 


fa+ be—a = Yat 22, 

_ b—asya 
— yo 
va+be—2ya 


I+ 3? 


a (2? Va — bs — ya) de, 


(r+ 2°)" 





Ya+be+az'= 
dx = 


349, Troisiéme transformation quand les racines a, 6 du trindme 
a-t bx + z* sont réelles. 
1° z’ a le signe +, 


Va + bx + x? = (4 — a) 2, 





6 — az’ —__——-, (6—a2a)z 
a= Va bx + x? = 


2(6— a) 2dz 


2° x’ est précédé du signe — 


a-+ be — x’ = (x —a)(6—2x), 














6 -Fazt 
“T+ 2? 
_(6—2)2 
fat+bzr—2’= Tale 
_ 2(a—6) 2dz 
de = pa} 
350. 
f° ax b—o2x 
“= are c0Ss ————— HO 
J Vat ba — x’ — vYha+6 
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351. On peut intégrer une fonction rationnelle 
f (x, Vx +a, yx + b) dx, 


qui contient des radicaux du deuxiéme degré portant sur deux bi- 
nomes différents du premier degré. 


332. INTEGRATION DES DIFFERENTIELLES BINOMES. — Les différen- 
tielles bindmes sont de la forme 


x™ (a+ bx")? da. 


On ne diminue pas la généralité de cette formule en supposant / 
et 2 entiers et 2 >> 0; p doit étre supposé fractionnaire. 


3353 et 354. Cas D’INTEGRABILITE. 
m+ . 
— = un nombre entier, 


m--t 
n 





+ p = un nombre entier. 
355. REDUCTION DE L’EXPOSANT DE 2 HORS DE LA PARENTHESE. 


fe (a+ bx")? dx 


ani(a+batt!  a(m—n+4) f "(a+ bx") 
~b(np-tm+1) — b(mp--m-+1) x7" (a+ ba")? dx. 


(A) 


Si m est positif et >, in étant le plus grand multiple de 7 qui 
soit inférieur a m, on sera ramené 4 |’intégrale 


f a"—™ (a + ba")? dx. 
356. REDUCTION DE L’EXPOSANT DU BINOME. 
f= (a+ bx")? dx 


_ x" (a+ ba")? B\p-t 
— ap-+m-+1 + fn (a+ bar)P\de. 


(B) 


Au moyen.de cette formule, on dtera successivement de p toutes 
les unités que contient cet exposant. 


337. L’emploi des formules (A) et (B) fera dépendre l’intégrale 
f x™(a-+ bx*)? dx, quand m et p sont positifs, de l’intégrale plus 
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simple 
f 2" (a+ ba)?-* da, 


in étant le plus grand multiple de z, inférieur 4 m, et 4 la partie 
entiére de p. 


358. ForRMULES DE REDUCTION DANS LE CAS OU LES EXPOSANTS 7 
ET p SONT NEGATIFS. 
game (a+ bx*)Pt! 
(m—1)a 


a" (a + ba")? da. 


a (a+ bx")? dx = 








(C). b(np+tn—m-+1y) 


+ (m—1)a 


Par cette formule, l’intégrale cherchée sera ramenée a 
[erin at bare, 


ou iz est le plus grand multiple de 7 contenu dans m. 
359. 
x"! (a+ bx")-Pt! 
an (p—1) 


Pm fa a™ (at bx*)-?*' dz. 


( fer(at ber)? de = 


_mtn+i—pn 
\ an |p —1) 


(D) 


Si p est > 1, on raménera cet exposant a étre compris entre o et 1. 


360. 
x" (ax + bx’)? dx 


devient la différentielle bindme x**’? (a + bx*-")? dz. 
361. m impair, 











z™ dic wy (m—1)a™' 
yi-a (m—2)m- 
4 thes: Ama) | ize +c. 

me pair, 

aie 
vi— 2 
_ gmt 4 (mar 1.3.5...(m—1) 2 
=-[5 Fm aym Pe 2.4.6... m =|vin# 


1.3.5.. an 1) 


- arc sina + C 
2.4.6... + 


+ 
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TRENTIEME LECON. 
INTEGRATION DES FONCTIONS TRANSCENDANTES. 
362. FONCTIONS QUI SE RAMENENT AUX FONCTIONS ALGEBRIQUES. 
— Si l’on a, sous le signe / , une fonction algébrique d’une trans- 


cendante, multipliée par la différenticlle de cette transcendante, 


[flet)eae, | flat) a ae, [fll2) ores 


on pose e* ou a* oulz =z. 


363. INTEGRALE DE 2"Pdx, z étant une fonction transcendante 
de x. Posons 


[Pde = Q, {QZa=n, [RGe=8,.. , 
(A) fePde = Qet— Re $n(n—1)S27—.... 


364. ExEeMpLeEs. 


fo (la)"dx = a [ a2) rn = (1x) 
n(n— n(n—1) nyt 


in? 


4 a(n ia +C, 


feord=T[e-= Ap Mews uate —...]+e 


fare sin.xr)" dx 
= 7[2"—n(a—1) 2?*+n2(r—1) (n—2)(n—3) 2 f—...] 
+ Yi— 2? [nz — n(n —1)(n—2) 2"*+..4.]. 


f 2" cos zdz 


= sinz[z*—n(a2—1)2"?+-n(r—1) (n—2) (n—3) 2"... 
+ cosz[nz"-'—n(n—1)(n—2)2-°+4+...]. 
[ fl2)cosede = [f(2)—f"(2) +f"(2) —...Jsinz 
+P f'(x2) —f"(x) +f" (2) — ...] COSz. 


+ 
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f edz 
a? 
. was edz 
n étant un nombre entier positif, dépend de =" 
On raméne cm a aa 
(la)* la 


366. INTEGRATION DE QUELQUES FONCTIONS EXPONENTIELLES ET 
TRIGONOMETRIQUES. 


305. EXeEMPLE. 











: __ e* (acosbr + bsin bz) 
fe cosba dx = gia Be +- C, 
. oy __ e* (asinbx — b cosbz) 
fe sin brdx = rey + C. 


367. Pour obtenir 


fF e* cosbzdz et f? e™ sin bz dz, 


on remplace dans la seconde formule du n° 364 m par a-+-6 Y—1, 
et l’on égale séparément les parties réelles et les parties imaginaires 
des deux membres. 


368. 
f(sinz, cos.x) dz, 


f étant une fonction rationnelle. On pose tang — x = 2; d’ou 


. \ 
22 1—2*\ adz 
———————— ¥ ———— x 
+2? 14+27/ 14+-27 


f(sinz, cosx) dx =f( 
369 
fein cos 2dr = — zoosaz +C. 


fiang.xde —=1——+6C. 


COSr 
_ oe = I] tangx + C. 
sin x COS x 
da 1 tang x+C. 
sing 55 


[evi cose = — 4 2 cos— x + C. 
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a 
aap 8 = sinh 
ya? + 8 +b 
da oy eth 
Jaane bees = TOs ; LC. 


Suivant les cas, 


dx 
asinz-+ bcosr-+-c 
— 5) tangt 
— —____*___are tang (c — 6) tang; r7+a ) 


1 __; (¢— 4) ange +a — yait Oe 
yai+ b'+ct (ce — 6) tang} x-+a+ Ya'+ 6 — 


ou 














370. INTEGRATION DES PRODUITS DE SINUS ET DE COSINUS. 


sin (az +5) sin(a' z+ b') dx 
sin[(a—a')x+5—06'] sinf(a+a')x+6+0'] 


SO ee — eee OOOO eh 
—_ 


On intégre un produit de sinus et de cosinus lorsque les arcs se 
présentent sous la forme ax +- 6, en transformant ce produit en 
une somme de sinus ou de cosinus. 


f sin"zdzx et f cos" x dz, 


quand 7 est un nombre entier positif, se déterminent en dévelop- 
pant sin* x et cos". en fonction des sinus ou des cosinus des mul- 
tiples de x. 


371. 


372. INTEGRATION DES DIFFERENTIELLES DE LA FORME 


sin” x cos" x dx. 





. sin™t'zcos*"'x rn—I ft. 
f sin”.x cos* x dz = ——_—_—— sin” x cos*~* rdzx. 


m+ n Mo-R 


On sera conduit a aint dey ou f sin”. x coszdz, suivant que 7 


est pair ou impair. 
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373. Quand m= —n, | 





tanoe”—' x 
range xde = TT — | tang"? xdx, 
374. 
. sin™' zcos"*'z m—tI . 
finn cos" xdzx = — natn -- man sin™-? x cos" rar. 


Par la on réduit l’exposant de sinz lorsque m est positif. 


375. 
cos" xdax cos"+! x " m—n—-2 ( cos*x d 
—_—_—_—— = — QD ee ee LD e bg 
sin” x (m—1)sin™-“'zx m—1 sin”? x 


376. m pair, 











fsinne dz = — COS 2 [sin + m—t sin” x 
Mm m—2 
(m—1)(m—3) . mos 
(m —3)(m—4)*" ye 
(m—1)(m—3)...3.1, 
ee | 
(am — 1) (m — 3)...3.1 
+ (ma) (m—4)...4.a7 % 
m impair, 
sint ade = — S| sinm te + 2 ~ sin”? 
mio m— 2 “ve 


{m—1)(m— 3)...2 
+ aa +e. 


TRENTE ET UNIEME LECON. 


DES INTEGRALES DEFINIES. . 


377. DEFINITIONS ET NOTATIONS. — Lorsque 9(x) a pour diffé- 
rentielle f(x1)dz, (2) -+C est nommeée lintégrale indéfinie de 
la différentielle f(2)dz. Qn fixe la valeur de C par la condition 
que l’'intégrale devienne nulle pour z= a. Dans cette hypothése, 


C=2—9(a) ot ff(x)de=9(2)—9(2). 
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b 
L’expression 9(6) — ¢(a), représentée par la notation f f(x) dx, 
a 


Fig. 73. est dite intégrale définie, prise entre 
y D les limites a et &, ou depuis «= a 
M « 94 
jusqu’a xz = 5, 
Cc 
378. SIGNIFICATION GEOMETRIQUE DE 
LINTEGRALE DEFINIE. — La valeur de 


b 
lintégrale f f(x)dz est la surface 
a 
CABD. 
379. EXEMPLES D'INTEGRALES DEFINIES. 


I 
| f z"dx = ———; si z-+1 est positif, 
oO TT 


380. INTEGRALES DEFINIES CONSIDEREES COMME LIMITES DE SOMMES. 
— Lintégrale définie { f(x) dzx est la limite de la somme des va- 
a 


leurs infiniment petites de la différentielle f(x) dz, lorsque x varie, 
par degrés insensibles, depuis a jusqu’a 5. 


384. REMARQUES SUR LES INTEGRALES DEFINIES. 
a 26 
f f(a)da=— f f(x) dx, 


382. Si c est une valeur de x comprise entre a et 4, on aura 


[Sleyae = fF ade +f f(2) ae. 
5 ¢ : | . 
f f{(z)dz= f{ f (x) dx+ { f(x) dx+ f (ao) dnt f f(a) de. 


383. CALCUL APPROCHE D’UNE INTEGRALE DEFINIE. — Soit (.r) 


une fonction de x telle, que l’on ait b(a) < f(z) pour toutes les 
valeurs de x comprises entre a et O: 


f °f( 0) dn > { ” (2) de. 
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Si y(2) est une fonction de x telle, que l’on ait y (x) > f(z), 
de r=aa x=), onaura 


ff fle)ax < fx()ae. 


384. EXEMPLE. 
1 


2 dx 
o 5<f c 0, 5236.... 
, o in 








3853. NOUVELLE DEMONSTRATION DE LA SERIE DE TAYLOR. 


TRENTE-DEUXIEME LECON. 


SUITE DES INTEGRALES D&FINIES. — INTEGRATION PAR LES SERIES. , 


386. DES INTEGRALES DEFINIES DANS LESQUELLES LES LIMITES 


to a) 
DEVIENNENT INFINIES, — L’intégrale { f(x) dx, f(x) restant finie 
a 


5 
et continue, est la limite de f f(x) dx, quand 6 croit indéfiniment. 
a 





ioe) 
387. 1° f e*dxr = 1. 
0 
[oo] 
7° f edx = ©. 
0: 
30 OC de us 
9 ttc? 2c. 
Cc 5 
4° f dx = ©, 
0 PY 6 
ame 
5° | cosxdx est indéterminée, 
re] 
388. 
fix) = 22), 


a(2), fonction finie pour toutes les valeurs de 2. 
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fo 2) 
Si 2 > 1, Vintégrale f f(x) dx a une valeur finie. 
a 
Si 2 $1, cette intégrale a une valeur infinie. 


389. INTEGRALES DANS LESQUELLES LA FONCTION SOUS LE SIGNE f 


DEVIENT INFINIE ENTRE LES LIMITES DE L’'INTEGRATION OU A CES 


| ab 
Limites.— Quand f(b) =, | f(x) dx est la limite de Pintégrale 
a 
b—e 
(x)dx, lorsque ¢ décroit jusqu’a o. 
a . 
b . b 
Si f(a) =@ if f(«)dz est la limite de f f(x)dzx, quand « 
a a+e 

décroit jusqu’a o. 

Si f(c) est infinie ou discontinue, c étant une quantité comprise 
entre a et 5, on pose 


b c—é£ b 
f fla) dx = lim f F(z) dx +lim f f(x) dz, 
a «a c+n 
quand ¢« et » décroissent jusqu’a o. 


390. Supposons f(&) == ©: soit 


n étant un nombre positif et x(2) une fonction qui ne devient pas 
infinie lorsqu’on fait 2 S 6. 


5 
Sinest << uf f(x) dx a une valeur finie. 
a 
Si lon az>1 ou rz =1, l'intégrale proposée est infinie. 
301. EXEMPLES. 


392. DES INTEGRALES INDETERMINEES. — L’intégrale 


«>v,b> 0, est indéterminée. 
393 4 396. INTEGRATION PAR SERIES. — Si 
f(z)=u,+4,+ u,b. + u,, 











DES MATIERES. 497 
on aura 


b b b 6 
f fie)da = ff wae+ f u,de+ f u,dt +... 
a a a a 


b 
+f UAL t-.o6, 
a 


formule encore vraie méme si la série u,-+ u,-+- u,-+..., Conver- 
gente quand x est moindre que 6, devient divergente pour « = b, 
pourvu que la derniére série soit encore convergente. 

En général, si la formule de Maclaurin donne une série conver- 
gente, , 


f(a) =f(0) + af"(0) + fr(o) +5 f"0) + 
on aura | 


[ila)de= C+ af(0) +5 F'(0) + = f"0) + vee 





ee 


TRENTE-TROISIEME LECON. 
QUADRATURE DES AIRES PLANES. 


397. FoRMULES GENERALES. y = f(x), équation de CD, 


Fig. 78. 


b 
aire ABCD = f flax) dz. 
a 


Axes obliques (6 l’angle des axes), 





b 
aire ABCD = siné f f(x) de. 
a 


b 
398. f f(x) dx représente la différence entre la somme des scg- 


Fig. 80. ments situés au-dessus de 1’axe des x 
et la somme des segments situés au- 
dessous. 


399 (fig. 80). 


tv 
aire CC’ M’M ={ (y —y') dx, 
a 


STurM. — An, I. 32 
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400. ExempLes. — Parabole quelconque, 
Fig. 81. 


xy” =_ pz", 


m et n étant positifs. 


aireOMP = 





m+n 


La parabole partage le rectangle OPMC 
dans le rapport constant de 7 : m. 





401. Réciproquement, il n’y a que les paraboles qui jouissent de 
cette propriété. 


402. Courbe du genre hyperbole donnée par l’équation 
Fig. 82. 
xy" = P, 


met n étant deux nombres entiers positifs.. 





n>m, OA=a., 











I Rn—ImN Rn—m 
e n > 
aireACMP = pr\2n % —a nr |, 


i—m 





La surface ACGH tend vers une Jimite finie, a mesure que le 
point G se rapproche de plus en plus de l’asymptute Oy. Cette 
limite est dans le rapport constant de z 4 m — m avec le rectangle 
OPMQ = xy. ) 


403. Réciproquement, il n’y a que les courbes comprises dans 
Péquation z"y" = p qui jouissent de cette propriété. 


Fig. 83. 404. Cercle, 
y yew=a’. 
i yeaa at? 
COPM = ——_—_—- + —arc sin —- 
2 2 a 
a a Ca secteur OCM = = are CM. 


405 Ellipse, 
ay + 6? x? = a’ b’, 


Le segment elliptique OPMB et le segment circulaire OPNC, qui 
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correspondent 4 la méme abscisse, sont entre eux dans le rapport 
Fig. 84. constant de 6 a a. 

La surface de l’ellipse est moyenne 
proportionnelle entre les surfaces des 
deux cercles qui ont pour diamétres 
respectifs les axes de I’ellipse. 





406. 
secteurOBM _ b 
secteurOGN a 
407. Hyperbole, 
Fig. 85. 
J = oe _ a’, 
y 
2_ 72 
M AMP bx xz? —a 
2a 
a r ab (gtve—') 
a 


408..Cycloide AMD engendrée par le mouvement du cercle ANB 
roulant sur la droite BD, 
Fig. 86. dx = dy 7? —Y, 
7 


J 
aire AMP = f ydx 
oO 


J 
=[ dy Vaay —y', 
0 


AMP = segm. ANQ. 





L’aire comprise entre la cycloide et sa base est égale a trois fois 
Vaire du cercle générateur. 


409. QUADRATURE DES COURBES RAPPORTEES A DES COORDONNEES 





Fig. 87. POLAIRES. — Si u désigne l’aire du 
7 secteur COM, on aura 
C secteur OOM =u == fro, 
2 
0 L 


cette intégrale ayant pour limites les 
valeurs de 9 qui correspondent aux points C et M. 


32. 
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440. Spirale logarithmique, r = ae™®, 


Fig. 88. 
. OC = 7’, 
Mi 
c = (p?_ p? 
w= ol" r®) 
\7 0 


411. La quadrature des aires curvilignes est quelquefois rendue 
Fig. 89. plus facile par l'emploi des coordon- 
nées polaires. 
Exemple, folium de Descartes, 


v+y’—ary =o. 





TRENTE-QUATRIEME LECON. 


RECTIFICATION DES COURBES PLANES. 


442. FornMULE GENERALE. 
= | dx -. x 
§ = I Pr 
443. PaARABOLE. y* = 2pz. 


_yVvyt+P +P) (river +P), 
ap P 


414, Extipsz. — Arc d’ellipse BM (fig. 84, p- 499), compté a 
partir du sommet B du petit axe, 


? 
s= af do V1 — e’sin’9. 
o 


$= “(rose arse rons Sarees 
int —...)- 


413. 
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416 4 448. Quart de l’ellipse, 








4149. HYPERBOLE. a’ y? — b? 2? = — a’b’. 


ef? (55 rg Eee ete...) 
8] 











= ae tan tf, = 
= SPE? se 24 ¢ 2.4.6 e 


On intégre cos"9d9, m pair, en faisant [formule (F) du n° 373], 
ri , 
t= 2 — Po 


420. CycLoipE. — Voir n° 254. 


TRENTE-CINQUIEME LECON. 
CUBATURE DES SOLIDES. 


4241. CUBATURE DES SOLIDES DE REVOLUTION. V, volume engendré 
par la révolution de CAMP autour de 


Oz, 
V= m [ytde. 


Fig. gt. 





422. Volume engendré par !’aire CMM’C’, en désignant MP par y 
Fig. 92. et M’P par y’, 


Var {(y?—y") de. 





ra . 
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423. CUBATURE DE L’ELLIPSOJDE DE REVOLUTION. 


Fig. 93. vol. AMP = no (a2? — 7) 
y ° . 
I Volume de lellipsoide entier, 
A P z V= ; rb a. 


Volume engendré par la demi-ellipse tournant autour du petit axe, 
V= 4 nab. 


424. VOLUME ENGENDRE PAR LA REVOLUTION D'UNE CYCLOIDE. — 


Solide engendré par le segment AMP (fg. 86, p. 499), tournant 
autour de Aw, 


aioe 


V = ra segm AQN — 5 (aay — y’) 
425, VOLUMES QUI PEUVENT S’OBTENIR PAR UNE SEULE INTEGRA- 


TIon. — Ceux ou l’aire a de la section faite par un plan paralléle 
au plan yQz est fonction de la distance de ces deux plans. 


Le volume compris entre deux plans paralléles 4 7Oz menés a 
des distances a et 5 s’obtiendra par la formule 


5 
v=f udr. 
a 


426. Axes obliques, ) étant l’angle que font les plans de section 


avec l’axe O., 
V = sind fi udx. 


427. Céne a hase quelconque. 


428. Ellipsotde rapporté 4 ses axes principaux, 


Volume entier de l'ellipsoide, 


sr abes 
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429. Ellipsoide rapporté a trois diamétres conjugués obliques, 


xr yx’ 2 
Bat pat a=. 
‘c' sin 6 sin). 
y= reese sin (a22-=). 


Ellipsoide entier, 
4 


5 ra'b'c'sin@ sind. 


430. Tous les parallélipipédes construits sur les diamétres con- 


jugués d’ur ellipsoide sont équivalents au parallélipipéde rectangle 
construit sur les axes. 


431. VOLUMES TERMINES PAR DIVERSES SURFACES. — Une surface 
quelconque CDEF 


Fig. 98. 


F(x, y, z) = 07 


deux plans paralléles 4 7Oz, 
menés aux distances OA = a, 
OB = 6; deux cylindres droits 


y= g(x), N= (2); 
une seconde surface C’D’ E’ F’ 





F(z, J) 2) = 0. 


V= fae z,) dy. 


432. Lorsque les deux surfaces cylindriques se réduisent a des 
plans paralléles a zOy, 


b e 
v=f de [ (2 — 2,) dy. 
6 x 
a o(x) 


é 


433. 


volume compris entre une surface quelconque, le plan xy, deux cy- 
lindres paralléles 4 l’axe des z et deux plans paralléles au plan zOy. 


434. Volume d’un corps quelconque terminé de tous cétés par 
une surface dont I’équation F(z, y, 2) = o est connue. 
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Imaginons un cylindre circonscrit 4 .a surface, parallélement 4 
Fig: 99- Vaxe des 2; 
a 


¥(z, 7) =0 


représente la trace du cylindre sur le 
plan zy, courba fermée; en la cou- 
pant par un plan paralléle a yOz, on 
aura deux ordonnées y = 9(x) et 
N= A(z). 

Si z = MP, z,= M’P sont les deux 
valeurs de z tirées de I’équation de la 

surface, on aura pour le volume du corps ‘ 


va fite fem ane, 


TRENTE-SIXIEME LECON. 


INTEGRALES MULTIPLES. — AIRES DES SURFACES COURBES. 





433. Dzs InTEGRALES DOUBLES. — Toute expression ou il entre 
deux intégrales relatives & des variables différentes est une inté- 
grale double. 


Une intégrale double est définie lorsqu’on assigne les limites des 
deux intégrations, indéfinie dans le cas contraire; on la représente 


par ff saedy. 


b 
436, 437. Uno intégrale double f de f nee la limite de 
Soe 


.asomme de tous les produits de la forme 24x Ay entre les limites 
des deux intégrations. 


438. InnécnaLes Tapes. — Soit U =f (2x, y, z) une fonction 
de trois variables indépendantes 2, y, z. 


6 F(z, 
f dz f Oy f ya, 
@ (2) fr) 


Cette expression se nomme intégrale triple; on la représente aussi 


\ ff fuses 
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Ona ; 
6 p(x) F(z, 7) 
dx f{ dy { Udz = lim (UAr by Az). 
f a od > >»> 


(x) (2,7) 


439. THEOREME SUR L’ORDRE DES INTEGRATIONS. 


6 b b! 6 
f{ dx (e—a)ar= f wf (2 — 2,) dx. 
a a’ a’ ea 


440. DE L’AIRE DES SURFACES CoURBES. — L’aire d’une surface 
courbe, terminée 4 un contour quelconque, est la limite de l’aire 
d’une surface polyédrique composée de faces planes, qui, en dimi- 
nuant toutes indéfiniment, tendent 4 devenir tangentes a la surface 
considérée. 

La surface polyédrique a une limite. 


444. Soit A laire de la surface; si p et g sont les dérivées par- 


tielles dz et a 
vi 


7 dy tirées de | equation de la surface, on a 


a= fvi + p+ qdxdy. 


442. AIRE DES SURFACES DE REVOLUTION. 


b TTI 
— Y- dy \* 


En désignant par s ua arc compté a partir d'un point fixe, on a 


x 
Asan f yds. 
a 


443. SURFACE DE LA zone. -- Zone engendrée par la révolution 
Fig. 103. de V’arc de cercle CD tournant autour 
du diamétre OL. 


OA = a, 
OB = 4, 





A = 2tR (b—a) = 2a7R > AB. 


444. SURFACE DE L’ELLIPSODE DE REVOLUTION. — Surface engen- 
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drée par la révolution de |’arc BM, 
Fig. 104. ar 4 
tbe 7. a . OL 
A= — (= \/s — 2+ si are sin c=), 


a 


445. Si l’on fait 2 =a dans l’expression 
précédente, et si l’on prend le double du ré- 
sultat, on a 





amb? + ane arc sine, 
pour la surface totale de |’ellipsotde. 


46.a<bet Vb'—a’?= be: 


_ be a‘ , a’ a‘ , .. 
A= am Viste + ppl (e+ Viste )] HG; 
si !’on fait 2 =a, on aura, en doublant, pour la surface totale de 
l’ellipsoide, 

ee ree ene 2 2 2 22 
amb VE TBS 4 274 (tervals Be va+Pe), 
ou bien, en remplacant 6’e? par sa valeur 5? — a’, 


1 
and +ana'l| 2(e-+1) |" 


447. Si l’on suppose e = 0, on retrouve 47a’ pour la surface de 
la sphére. 


FIN DU PREMIER VOLUME, 
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